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مقدمة الطبعة الأولى 


الحمد لله وحده والصلاة والسلام على نبينا محمد وبعدء فقد شعرت» نتيجة 
تدريسى لمقرر إحص ١١١‏ وغيره من مقررات المستوى الأول في الإحصاء سنة بعد 
أخرى » بالحاجة الملحّة إلى تأليف كتاب دراسي يغطي بصورة رئيسة منهاج هذا المقرر, 
ويتضمن عرض المبادىء الإحصاء والاحتمال» لا يقتصر على خطوات الطريقة 
الإحصائية وبل حسابهاء وإنا يتطرق إلى كنه المسألة الإحصائية وصلتها الحميمة 
بالاحتمال» فيوضحها بطريقة ميسرة وسهلة خالية قدر الإمكان من الْلّبس والغموض » 
وملتزمة قدر المستطاع بالأمانة العلمية الضروريةء وبالدقة التي يسمح بها مستوى 
طالب جامعي في سنته الأولى . 


والكتاب إذ يعفي المدرس من ضرورة الكتابة المسهبة على السبورة لأفكار 
المحاضرة» إن يفسح المجال رحبا لنقاش مسنفيض يجتذب انتباه الطلبة وعقوهم» 
وسير أمثل للمحاضرة» يشارك فيه الطالب مشاركة فعلية في التحليل والاستنتاج» 
ويسهم بكل ادراكه وقدرته على التركيز والانتباه في استنباط المفاهيم والتعليق عليها 
وإبداء ما يدور في ذهنه من تساؤلات حوها؛ وذلك بدلاً من أن يكون آلة تسجيل 
تنسخ ما يكتب على السبورة» وربا دون أن يفكر فيم يكتب . ويجد المحاضر نفسه في 
صراع حقيقي بين رغبته في تغطية المنهج الواسع» بكل ما يحتويه من مفاهيم غنية 
وجديدة تُطرح على الطالب للمرة الأولى في حياته» وبين رغبته في إعطاء تلك المفاهيم 
حقها من الشرح والإيضاح » والوصول إلى قناعة الطالب فيها من خلال القياس 


و الإحصاء والاحتهال 


والمقارنة» وتحقيق أوسع مشاركة ممكنة للطالب في سير المحاضرة وإبقائه مُستنفراً يقظا 
بدلا من تركه فريسه سهلة لغفوة النسخ الرتيب . 


وني اعتقادي أن محاضرة الإحصاء بخاضّة تحتاج» إلى نوع من شد الذهن 
وترويضه . وإبقائه في حالة تحفزء إذ تزخر عادة بمعالجة طيف متعدد الألوان من 
مشكلات الحياة على أتساعهاء وبطريقة تتميز با خروج على النمطية واللجوء إلى مفاهيم 
وطرق من التفكير والتطبيق لم يألفها الطالب من قبل . فمع الأسف الشديد» لا تقدم 
له مراحل ما قبل الجامعة» أي قدر من التدريب في مجال العشوائية أو أي نصيب من 
الإلفة بالطبيعة التكرارية للمسألة الاحتمالية والإحصائية . 


ولا كان يمكن لطلاب هذا المقرر أن يكونوا طلاب رياضيات يستهلون به 
يشكل المقرر بالنسبة هم ليس بداية المطاف فقط وإناء في الغالب» خاتمته أيضا. 
ويكون هؤلاء عادة ممن تجاوزوا في الغالب مستوى السنة الأولى» وقد يكونون من 
المستويين الثالث والرابع» مما يتيح الفرصة لتزويدهم ببعض الأفكار الأساسية في 
الاستقراء الإإحصائي . فقد حرصت على أن يتضمن الكتاب فقرات منجمة لا تعتبر من 
صلب المنهج » ولكنها تترك للمدرس إمكانية تزويد طلابه با يراه مناسبا لهم من هذه 
الفقرات ومن التهارين الموافقة ههاء أو يعتبرها مادة للقراءة والاطلاع فقط . ومع هذه 
الفقرات يتسع › إلى حد ماء مدى الفائدة من الكتاب» كا تتسع ساحة المستفيدين 
منه. وينسجم هذا التدبير مع حرصي على أن يشكل الكتاب مرجعا مفيدا لقراء من 
حارج الاختصاص يتمتعون بدرجة جيدة من النضح الذهني› ولكنهم يفتقرون 5 
تدريبهم السابق لأي معرفة بأوليات الإحصاء . 


ولقد توخيت من طريقة العرض خروج الدارس الذي سيكتفي بمقرر واحد في 
الإحصاءء بفكرة واضحة قدر الإمكان عن طبيعة المسألة الإحصائية ودور الإحتال 
فيها : فركزت قدر إمكاني على توضيح ظاهرة الانتظام الإحصائي 3 ومفهوم العشوائية 


والمتغير العشوائي » والتوزيع الاحتمالي وتفسيره العملي » والعينة العشوائية ودورها. 
واستخدمت لغة العينة والمجتمع حيث) أمكن ذلك» ول أترك فرصة متاحة للخوض في 
أوليات الاستقراء الإحصائى إلا اهتبلتهاء مستهدفا الوصول إلى قناعة القارىء عن 
طريق المناقشة والأمثلة الموجهة والقياس والمقارنة» معتمدا في ذلك على ما تمليه الفطرة 
والبداهة وسلامة الإحساس . 


ويتضمن الكتاب عددا كبيرا من الأمثلة المحلولة والتهارين . وقد تطلب حعها 
وترتيبها جهدا إضافيا خاصاء فهي ليست تكرارا ملا للفكرة نفسهاء وعلى الوتيرة 
والمستوى نفسيههماء وإنما تطرق أفكارا متنوعة مستوحاة من واقع الحياة . وتتدرج في 
مستواها من السهل إلى الصعب . وبعضها يشكل تحديا بسيطا يرحب به الطالب 
الممتاز. 


وإذ أقدم هذا الجهد المتواضع للقارىء العربي أرجو من الله سبحانه وتعالى أن 
يتقبله مني عملا صا حا فهو من وراء القصد وهو اهادي إلى سواء السبيل . 


المؤلف 


مقدمة الطبعة الثانية 


لاقت الطبعة الأولى بحمد الله وعونه قبولاً ملحوظاً من القراء الكرام. وقد 
تلقيت من العديد من الزملاء داخل جامعة الملك سعود وخارجها ومن زملاء خارج 
المملكة ممن اطلعوا على الكتاب أو استخدموه في تدريسهم ما يفيد بأن الكتاب 
ناجح في عرضه الواضح والمبسط من جهة» والدقيق» في حدود ما يسمح به 
مستوى الكتاب» من جهة أخرى . ولم أجد أي ضرورة لإدخال تعديلات أو 
إضافات على محتوى الكتاب فى طبعته الثانية باستثناء تصويبات تناولت الأخطاء 
الطباعية . 

أسأل الله أن يكون في هذه الطبعة كل الفائدة التي أتوخاها للقارئ الكريم وأن 
يتقبل مني هذا الجهد عملاً صا حاً لوجهه الكريم . 


المؤؤلف 
أ.د. أنبس كنبو 


ا موضوع 
مقدمة الطبعة الأولى ا O‏ 
مقدمة الطبعة الثانية و ا E A‏ 


مقدمة الكتاب و ا ا ا ا E‏ را ا ا ل 
الفصل الأول: التوزيع الوصفي لجملة من القياسات 1520 
)١-١(‏ اختزال بيان إحصائي وجدول التوزيع التكراري E‏ 
)۲-١(‏ أنواع البيانات الإحصائية RR‏ 
)-١(‏ التمثيل البياني لتوزيع تكراري OE AEE‏ 
(1-1-1) المدرج التكراري RAE A‏ او E re‏ 
)۲-۳-١(‏ مدرج التكرار النسبي Es‏ 
(۳-۳-۱) مضلع التكرار e‏ 
)5-١(‏ مضلع التكرار المتجمع الصاعد ب 1 5257001 


O A O منحنى التكرار‎ )0-1١( 


0 استخدام بعض الرموز الإحصائية‎ )5-١( 


100111 1 1 مقاييس النزعة المركزية‎ )۷-١( 
O المتوسط (الوسط الحسابي)‎ )١-۷-١( 


(۲-۷-۱) خواص المتو سط RE SS ek‏ 
)۳-۷-١(‏ أثر الانسحاب وتغيير سلم القياس في المتو سط . 


ط 


ي المحتويات 


3250 ) ا ين اط والوسيط ورن e‏ 


aE Rs E )”-١( تمارین‎ 1 


MARTA تعريف المدى لبور ويا الخدم جم في‎ )١-8-0( 


(۲-۸-۱) تعريف المئينات 5 


(۳-۸-۱) تعريف متوسط الانحرافات N‏ ا ا 


e N تعريف التباين‎ )6-8-0( 


(-0-8) تعريف الانحراف المعياري لمجتمع 32301011110 


(8-1 8 )تغريف تاين عينة 5-8 


(۷-۸-۱) تعريف الانحراف المعياري لعيّئة من المجتمع 7 


)۸-۸-١(‏ صيغة مختزلة لحساب التبا 


(۹-۸-۱) حساب التباين في بيانات مصنفة E‏ 
)٠١-۸-١(‏ أثر الانسحاب وتغيير سلم القياس في التباين e‏ 
(-4) حساب المتوسط والانحراف المعياري من خلال تحويل البيان 
الإحصائي RS‏ نس تدر ES‏ الو ESSER‏ ا 

................ )حول الأ*مية العملية للمتوسط والانحراف المعياري‎ ٠١ -١( 
0 N معامل التغير‎ )١1١-١( 
O القيمة المعيارية ا‎ )١١-١( 
0 ا‎ )5-١(نيرامت‎ 

(۱۳-۱) الارتباط 1 1 1ك 


لات © للد ne nis E SE‏ 
(۱- ۱۳ ۲) معامل بيرسون للارتباط 


rs EDA eS E ES ين‎ 


هه 
0۹ 
1۳ 
11 
۷١‏ 
VV‏ 


۷۹ 
AY 
AY 
AY 
A 
A 
Ao 
AV 


المحتويات 


(۱- ۱۳ ۳) حساب معامل الارتباط ۸ I SSE‏ 
)٤- ۱۳ -۱(‏ معامل سبيرمان لارتباط الرتب E‏ 


4 


الفصل الثاني : الاحتال ب اج سرج O E‏ 
)١-۲(‏ التجارب العشوائية ز 1100000 


(۲-۲) الانتظام الإإحصائي ............... 

)هدق النظرية ارا ا 

a فضاء العينة والحادثة ا‎ )٤-۲( 

e eS جر الحوادث‎ )٥۹-۲( 
حادثتين 77 غ5‎ داحتا)١-5-(‎ 
TS اتحاد حادثتين (تعريف آخر)‎ )5-65-5( 
أتحاد عدة حوادث ا‎ )1-6-5( 
N o تقاطع حادثتين‎ )4- 5-7 
e O تقاطع عدة حوادث‎ )0-6-5( 


(5-5-0) الفرق بين حادثتين SESSA‏ ب ا ا 
)۷-١-۲(‏ تتمّة حادثة ARR ENS‏ ل 


(5-1-0) الفضاء الاحتّالي ا2نت نواه ونج ناسو نونو جد 

(۷-۲) مسلمات الاحتال eee‏ 

RE See ERE E A EE نتائج‎ )8-5( 
AR تمارین (۲۔۲)‎ 


(۹-۲) بناء نموذج احتمالي 000 


11۲ 
١715 
١7١ 
١7 7/ 
1۷ 
1۲۹ 
1۳۱ 
۱۳۲ 
١: 
١ 
١5 
١5 
١5 
١5 
١5 
١5 


ل المحتويات 


(94-0-١)احمال‏ حادثة 
(؟_٠ ١‏ ) نموذج الاحتالات المتساوية 


)١١-۲(‏ الاحتمال الإحصائى 


Ds eg a SLE ARES SSS )۳ تمارين (۲۔‎ 
2200 2-0-7 ىال‎ 


(۲-۲١-١)قاعدةال‏ م > سم 


7 الاتجتان الط 0 1 10ظ15 


HANES OE RSE SES الاستقلال‎ )۱ ٤ -۲( 


(5-0١-١)الحادثتان‏ المستقلتان 


۲-۱١ -۲(‏ ) قانون الجداء 
٠١-۲(‏ ) التكرارات المستقلة 


2 التعريف التقليدي لاحتمال حادثة‎ )١-٠١-۲( 


)٠١-۲(‏ قانونان أساسيان في الاحتمال واستخدامه| كد20 
(١-٠١ -۲(‏ قانون الجمع 90000 


(؟-17) الاحتمال الكلى 52111 
انان ت طط ال عل نمال ابال 5-5 
(۱۸-۲) قانون بايز Eas‏ 
تمارین (۲۔٥) Aa‏ مني hE ee‏ 
الفصل الثالث : المتغير العشوائي والتوزيع الاحتالي a‏ 
o E‏ 
e Ra N)‏ 


9 صحف المتشيرات العكواقة ل 0 


11۸ 
1۷2 
١7: 
VV 
1۸۰ 
1A۳ 
1A۳ 
1A0 
\AY 
1۸۹ 
14۲ 
140 
Y۳ 
۰€ 
۲°٦١ 
۲۰٦ 
۲۰۹ 
11° 
۲۱۱ 
51 
515 
1۱14 
۲۳١ 
۲۳١ 
۳۲ 
Y۳ 


uy asa لقصل‎ ENES 
SEE الفضاء المتصل‎ )۲-۲-۳( 


(۳-۲-۳) المتغير العشوائى المنفصل 0000 
)٠-۲-۳(‏ المتغير العشوائى المتصل (المستمر) ا 
(-) المتخيرات العشوائية المنفصلة وتوزيعاتها الاحتمالية اا 
(*- 5) التفسير العملي للتوزيع الاحتالي لمتغير عشوائي منفصل os‏ 
)١ -۳(‏ المتغيرات العشوائية المتصلة ل ا ل 
(-6-_١)قاعدة‏ ا SA O O a‏ 


(1-1) دالة التوزيع الاحتالي المتجمع ..................... ا 
(-5-١)لمتغير‏ عشوائى منفصل وب لسع سينو بعد ER‏ 
(-5-7) لمتغير عشوائی متصل 5100 

018171 خرف الازرامع ضي يد يدمسم رسي افو سي 
)١-۷-۳(‏ التوقع الرياضي لمتغير × e‏ 
)١-۷-۳(‏ التوقع الرياضي لدالة عددية في × yT‏ 
(۳-۷-۲۳) خواص التوقع الرياضي ERR AES ad‏ 
)٤-۷-۳(‏ تباین متغير عشوائي TEE ASAS‏ 
09ف المسارع ر و e‏ 

EES )١-7( تمارين‎ 

الفصل الرابع : نماذج احتمالية لمتغيرات منفصلة e‏ 

(1025) التجراية A‏ حب انو قب سو ود لاسو سوط 207 

)١ - 5(‏ دالة التوزيع الثنائي ا و iE‏ 


SE AAR EAA NESSES -؟7)‎ ٤( تمارين‎ 
E O اختبار فرضية‎ )0- ٤( 


المحتويات 


تمارين ٤(‏ -”7) ممطيض ل SR‏ الا ته اكد بك طن ee Sas‏ 

A 0 000 توزيع بواسون‎ )1-( 
E دالة الاحتمال لتوزيع بواسون‎ )١-5-4( 
TA ا‎ ORS E OS (f ٤( تمارين‎ 


(؟ - ۷) العينة العشوائية ... 


02000001 المعاينة بدون ا ديد فوق الهندسي از‎ (A- ٤( 


... توزيع × متوسط عينة من مجتمع منته‎ )4- ٤( 


)١-۹- ٤(‏ خواص * ٠»‏ متوسط عينة عشوائية حجمها” مأخوذة 


EEE COE NATE EIT O DCT )١-5( تمارين‎ 


تمارين (5 -ه) اليم eA‏ لاش فلن ا ا 


المحتويات ين 


(6 -۸) فترة ثقة لمتوسط مجتمع طبيعي تباينه غير معروف وحجم العينة 


صغير A‏ ا ا خخ و 
تمارين (7-5) TNA NR‏ 

( -4) فترة الثقة لمتوسط مجتمع في حالة عينات كبيرة الحجم VS niles‏ 
A E‏ م و و TAY e‏ 

(5-١١٠)فترة‏ الثقة لنسبة 14151515 1 ا EAC‏ 
تمارين (5 -9) EAA SEES‏ ا AV‏ 

الملاحق د01 ا 
الملحق الأول : مراجعة في بعض المعلومات الرياضية المفيدة A ele‏ 
١‏ حول خاصة التجانس في عملية الجمع E ORE‏ 

HO sean O EE 
PA cesedan الاب‎ 
OU Seger: العمليات الأساسية في المجموعات وقانونا دي مورغان‎ - 

٥‏ -التطبيق والصورة العكسية E‏ ا 

5 وم ان 2 ووا SE eR‏ 

۷- حور الأعداد الحقيقية -الإنسحاب وتغيير سلم القياس es,‏ ادك 

۸ - أنواع القياسات EVE asd sa RSTA‏ 
۹ تدوير الارقام العشرية - أخطاء القياسات ...0 هل 
التناسب الطردي Es ence Tas‏ 

EF Sata RSENS مستقيم‎ ةلداعم-١‎ 
E ااا‎ NE تصميم الجداول‎ -١١ 
N MANES O تمارين الملحق الأول‎ 


الملحق الثاني : بعض الجداول الاحصائية ا 443 


جدول التوزيع الطبيعي المتجمع اماو ا ا تن ادس وس تمده SENS‏ 
؟ - جدول توزيع ستيودنت ؛ المتجمع CEN SAT ARES‏ 


المحتويات 
3 


المراجع 0 


مقدمة الكتاب 


لا شك في أن لدى كل قارىء إدراكا معينا لكلمة «الإحصاء» . وتنشأ هذه 
المدارك عا اعتاد عليه عامة الناس في أيامنا هذه من إطلاع شبه يومي على معلومات 
إحصائية تقدمها النشرات الإحصائية الرسمية للحكومات والحيئات الدولية ومن خلال 
الصحافة ووسائل الإعلام المسموعة والمرئية . وهي تشيرء في الغالب» إلى أن الإحصاء 
هو نوع من التجميع لقدر كبير من المعلومات الكمية أو الكيفية واختزاها وتقديمها على 
شكل جداول أو رسوم أو أشكال وخطوط بيانية معبرة وسهلة التناول والادراك . ىا 
يمكن أن تتضمن حساب مجاميع أو معدلات أو نسب مثوية أو ماشابهها . 


وربا كانت إحدى الفوائد المتوخاة لمقرر ابتدائي في الإحصاء ء هي التزود بفهم 

أكثر شمولا وعمقا ودقة لكلمة «الإحصاء» بمعناها العلمي المعاصرء فالفهم 0 
لكلمة الإحصاء يندرج» في الواقع » تحت عنوان «الإحصاء الوصفي» . ولكن اللإحصاء 

يلعب اليوم دورا مزدوجا إذ يقدم إلى جانب الإحصاء ء الوصفي طرقا للاستقراءء 
فنستخلص من البيان اللأحصائي نتائج معينة بطريقة ت تتسم با موضوعية لامك ق أن 
جانب الاستقراء الإحصائي هو الجانب الأكثر إثارة ومدعاة للاهتمام» ويشكل اليوم 

إحدى أهم الأدوات المعاصرة لاتخاذ قرار أو القيام بتنبؤ في ظروف تخضع للمصادفة » 
أي ظروف لا يمكن معها التنبؤ بالتتائج أو تحاولة التعرف على القرار السليم من خلال 
قوانين علمية معروفة . ويهدف كتاب ابتدائي كهذاء فيا هدف. إلى نقل القارىء إلى 
مشارف الاستقراء الإحصائي . وإذا كان الكتاب بأكمله لا يطمح في هذا الخصوص إلى 


أكثر من ذلك» فمن المستحيل على مقدمة مختصرة وسريعة أن تدعي المقدرة على تقديم 


ف 


ص الإحصاء والاحتمال 


فكرة واضحة ودقيقة عن ما هية الاستقراء الإحصائي . ومع ذلك لا بد لنا من إلقاء 
بعض الضوء على مصطلحين أساسيين في علم الإحصاءء هما المجتمع والعينة. 
وسنحاول تلمس العناصر الأساسية للمسألة الإحصائية مهتدين في ذلك بنقاط رئيسة 
تضمنتها نشرة علمية بعنوان: “Careers in Statistics”‏ أصدرتا عام ۲٣۱۹م‏ أكبر 
هيئتين علميتين إحصائيتين في الولايات المتحدة هما : 


“The American Statistical Association” 


“The Institute of Mathematical Statistics” 


مهلف الإحصاء باعتباره فرعا من فروع الطريقة العلمية إلى دراسة خصائص 
عددية للمجتمعات . ولكن ماذا نقصد بمصطلح «مجتمع»؟ 


٤‏ ظم الأبحاث العلمية لا ينصب الاهتمام على البيان الإإحصائي المدروس 
وإنا يكتسب البيان أهميته من كونه ممشلا لمجموعة أكبر من المعلومات الإحصائية 
يشكل البيان المدروس جزءا منها . 


وعلى سبيل المثال إذا سألنا مائة طالب من طلاب كلية العلوم عن رأمهم في 
الدورة المكثفة في اللغة الإنجليزية» فإن آراء الطلاب المائة لذاتها ليس ها أهمية كبيرة » 
وإنما تأي أهميتها من كونها مؤشرا للرأي السائد بين مجموعة أكبر بكثير من الطلبة هم 
جميع طلبة كلية العلوم. ونصطلح في الإحصاء على تسمية الطلاب المائة «عينة» 
ومجموعة طلبة كلية العلوم «المجتمع». والدراسة تهدف أول ما تهدف إلى التعرف على 
الرأي السائد بين طلبة كلية العلوم إزاء الدورة المكثفة. أي أن هدف الدراسة هو 


المجتمع . 


وإليك مثال ثان. لنفرض أن عدد المستجدين في الجامعة هو خسة آلاف 
طالب» وأن باحثا يرغب في معرفة مجموع أوزان المستجدين . فالمجتمع هنا هو كافة 
المستجدين في الجامعة ويمكن للباحث أن يقوم بوزنهم واحدا فآخر ويصل إلى ما 


- 


المقدمة و 


يريدء کا يمكنه اتباع طريقة أخرى» فيختار مائتى طالب» مثلا» ويقيس أوزانهم » 
ومن هذه القياسات يخاول تقدير الوزن الكلي لجميع الطلبة المستجدين . ويشكل 
الطلاب المائتان الذين اختارهم عينة من مجتمع المستجدين» ويسمى وزن الطالب» 
قياسا أو ملاحظة أو مشاهدة . 


ومثال ثالث . لنفترض أن باحثا في العلوم الطبية يرغب في تثمين دواء جديد 
رو ا حو ا ا O‏ 
فقط . وهو لا الو ال 
مدى نجاح المعالحة من أجل أي مصاب بذلك المرض . والمجتمع الذي همه هو إذا 
بالف الجا ا او N‏ 
وجود له في الاقم الر ت رقم ذلك نوز الج اذى يسبب ها 7 
الباحث يريد تثمين معالجته وهي تطبق على المصابين بهذا المرض بصورة عامة» ولیس 
على المرضى العشرين الذي يشكلون العينة . 


وعندما يكرر باحث في العلوم الفيزيائية» مثلاء تجربة قياس ثابت فيزيائي 
معينء عشر مرات» فنصطلح عل اعتبار الفياسات العشرة» التي يحصل عليهاء عة 
من مجتمع تصوري يتضمن جميع القياسات التي كان سيحصل عليها الباحث لو أنه 
استمر في تكرار تجربته عددا لا نهائيا من المرات . والمجتمع في هذه الحالة تصوري وغير 
محدود (لا نهائي) . 


وبصورة عامة› يمكن القول إن المجتمع هو حلة الأشياء أو العناصر التي 


تشكل هدف الدراسةء أما العينة فهي الجزء من المجتمع الذي يخضع بالفعل 
للدراسة . 


والسؤال الذي يفرض نفسه الآن هو: لماذا لا تتناول الدراسة المجتمع كله؟ 
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فقط ؟ وللإجابة نقول إن المجتمعات غالبا ما تكون من الضخامة بحيث يكون إخضاع 
كل عنصر فيها للدراسة نوعا من المستحيل . وحتى عندما يكون ذلك ممكنا من الناحية 
النظرية» على الأقل» فإن ما تتطلبه الدراسة من جهود وزمن ونفقات طائلة نجعلها من 
الناحية الواقعية أمرا غير عملي البتة . لا بل قد تقدم لنا دراسة متأنية ودقيقة للعينة» من 
المعلومات » أفضل مما تقدمه دراسة تتناول المجتمع كله» ولكنها دراسة تنقصها الدقة 
وتسودها الفوضى . ففي مثال المستجدين يمكن للباحث أن يقوم بوزن كل طالب من 
طلاب العينة المائتين بدقة» ولكنه إذا حاول الحصول على أوزان المستجدين بالافهم 
الخمسة فقد يضطر إلى الاقتناع بتوجي سؤال إلى الطالب عن وزنه ويكتفي بتسجيل 
الإجابة» وقد يكون الجواب بعيدا كل البعد عن الدقة. أما عندما يكون المجتمع 
تصوريا فنجد أنفسنا ملزمين بالإعتماد على عينة» ولا خيار لنا في ذلك . 


وفي الإحصاء نعتمد عادة على عينات نختارها عشوائيا ونسميها عينات 
عشوائية . ولكن ماذا نقصد بكلمة عشوائية؟ ولاذا نريد للعينة أن تكون عشوائية؟ 
لنفرض» على سبيل المثال» أننا نريد تقديم جائزة لطالب نختاره عشوائيا من فصل 
يتضمن ثلاثين طالباء فكيف يتم مثل هذا الاختيار العشوائي؟ إن أي طريقة اختيار 
نقتنع جميعا أنها خالية تماما من التحيز لمصلحة طالب دون آخر هي طريقة يمكن أن 
توصف بالعشوائية . لنقم» مثلاء بتسجيل اسم كل طالب على قطعة واحدة من 
الورق» ثم نطوي هذه الأوراق ونضعها في قبعة» ثم لنخلطها جيدا قبل أن نختار 
واحدة منهاء دون النظر إلى القبعة» ونقدم الجائزة للطالب الذي كتب اسمه عليها . 
وسنوافق على وصف هذه الطريقة بأنها عشوائية إذا لم تتضمن أي عمل أو تصرف يمكن 
أن يساعد على التحيز في الاختيار لصلحة طالب أو طلاب معينين. فالقطع من الورق 
يجب أن تكون من الحجم والملمس ونوع الورق نفسه» وتطوى بالطريقة نفسها بحيث 
تكون متماثلة في كل شيء باستثناء الإسم الذي كتب عليهاء وبحيث يمتنع على من 
يختار الاستفادة بأي صورة من الصور من حاسة اللمس أو النظر. ولا بد أن تخلط 
الأوراق خلطا جيدا قبل الشروع في اختيار إحداها . وبالمعنى الاصطلاحي للكلمة 
تطلق كلمة «عشوائي» على أي طريقة اختيار لا هدف ها ولا غاية . ونتحدث عادة عن 
اختيار أسماء من قبعة عشوائياء وعن اختيار سنابل قمح عشوائيا من حقل قمح» 
واختيار أسرة عشوائيا من مجتمع من الأسر في مدينة» الخ. ونعني بذلك أن يتم 


المقدمة شش 


الاختيار بفعل المصادفة البحتة وأن تتاح الفرصة نفسها عند كل سحب لكل عنصر من 


وسبب اعتم|دنا على العشوائية في علم الإحصاء هو أنها تسمح بتطبيق الطرق 
الرياضية بسهولة» مما يؤدي إلى استخلاص نتائج تتعلق بالمجتمع بطريقة تتسم 
بالموضوعية . والجدير بالذكر أنها تفي من آثار التحيز الشخصي» إذ لا يجوز بالطبع أن 
نترك للباحث الحرية في اختيار عينته » فقد يختارها عندئذ بصورة متحيزة تدعم نظريته . 

وفي المجتمعات المحدودة التي يمكن ترقيم عناصرها من 1 إلى عدد محدود 1( 
حيث N‏ عدد الوحدات أو العناصر في المجتمع » توجد جداول للأرقام العشوائية هي 
جداول كل رقم فيها اختير عشوائيا من بين الأزقام 9 .... ,2 ,1 ,0. وقد أعدت بحيث 
يكون لكل رقم من هذه الارقام الفرصة نفسها في أن يكون الرقم المسحوب وذلك عند 
كل سحب . ومن بين الجداول الأكثر انتشارا نجد تلك التى نشرتها مؤسسة راند 
(۴۵۸۳) عام ١١۹٠م»‏ وتتضمن مليون رقم . ويعرض الجدول () التالي ألف رقم 
عشراتي للتوضيع : 

وعند استخدام هذه الجداول لاختيار عينة عشوائية بسيطة تكون الخطوة الأولى 
هي ترقيم الوحدات في المجتمع من 1 إلى ۸» حيث ۸ عدد وحدات المعاينة في المجتمع › 
وإذا كان الرقم الأول (من اليسار) للعدد × بين 5 و 9 تكون الطريقة التالية مناسبة . 
فلنفرض للتوضيح أن المجتمع يتضمن 528 وحدةء أي 528 = 281 ونريد عينة عشوائية 
بسيطة حجمها 10 وحدات» فنختار» لا على التعيين» أحد أعمدة الجدول الخمسين»› 
وليكن مثلا العمود 25 ونأخذ العمودين التاليين له وهما العمود 26 والعمود 27» فتعطينا 
الأزقام المتجاورة (الواقعة على السطر نفسه) من الأعمدة الثلاثة عددا من ثلاثة أرقام . 
نستعرض هذه الأعداد من الأعلى إلى الأسفل » ونختار الأعداد المتميزة العشرة الأولى 
الواقعة بين 001 و 528 فنجد 236 2509 2364 2417 348. 2127 149« 186« 
0 و162. وتكون العينة العشوائية المطلوبة هي الوحدات التي تحمل هذه الأرقام . 
(من أجل العددين الأخيرين قفزنا إلى الأعمدة 430 31» 32). وعند اختيار عينات 
مختلفة يستحسن تغيير النقطة التي نبدأ عندها في الجدول من عينة إلى أخرى . ©" 


(1)( انظر كتلب “Sampling Techniques”‏ لمؤلفه Cochran‏ .¥ . الطبعة الثالثة » صفحة 19 . 
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ےک ا ا ا ا > ل 27 تر ا ا ا صصص 

00-04 05-09 10-14 15-19 20-24 25-29 30-34 35-39 40-44 45-9 

00 54463 22662 65905 70639 79365 67382 29085 69831 47058 08186 
01 15389 85205 18850 39226 42249 90669 96325 23248 60933 7 
02 85941 40756 82414 02015 13858 78030 16269 65978 01385 5 
03 61149 69440 11286 88218 58925 03638 52862 62733 33451 65 
04 05219 81619 10651 67079 92511 59888 84502 72095 83463 7 
05 41417 98326 87719 92294 46614 50948 64886 20002 973656 6 
06 28357 94070 20652 35774 16249 75019 21145 05217 47286 5 
07 17783 00015 10806 83091 91530 36466 39981 62481 49177 9 
08 40950 84820 29881 85966 62800 70326 84740 62660 77379 509 
09 82995 64157 66164 41180 10089 41757 78258 96488 88629 71 
10 96754 17676 55659 44105 47361 34833 86679 23930 53249 83 
11 34357 88040 53364 71726 45690 66334 60332 22554 90600 71113 
12 06318 37403 49927 57715 50423 67372 63116 48888 21505 2 
13 62111 52820 07243 79931 89292 84767 85693 73947 22278 51 
14 47534 09243 67879 044 23410 12740 02540 54440 32949 1 
15 98614 75993 84460 62846 59844 14922 48730 73443 48167 70 
16 24856 03648 44898 09351 98795 18644 39965 71058 90368 4 
17 96887 12479 80621 66223 86085 78285 02432 53342 42846 9477[ 
18 90801 21472 42815 77408 37390 76766 52615 32141 30286 6 
19 55165 77312 83666 36028 28420 70219 81369 41943 47366 7 





وطريقة اختيار عينة عشوائية تصبح مسألة معقدة عندما لا تتوفر قائمة بوحدات 
المجتمع» أو لا يمكن ترقيم تلك الوحدات . وقليل من التأمل في كيفية اختيار عينة 
عشوائية من المنازل في مدينة كبيرة» أو من الأشجار في غابة» أو من السمك في بحيرة » 
أو من المرضى المصابين بعلة معينة» ينبغي أن يقنعنا بأن الصعوبات عديدة ومتنوعة . 
ويبقى ابتكار طريقة مناسبة تضمن عشوائية العينة أمرا مطلوبا من الباحثين العاملين 
في حقل المعاينة الإحصائية . وتقنيات اختيار عينة أو ما يسمى بتقنية المعاينة الإحصائية 
هو عنوان بارز وضخم في أدبيات الإحصاء . 


وعندما يكون المجتمع تصوريا وغير حدود» كا في مثال تجربة قياس ثابت 
فيزيائي» نصطلح على اعتبار التكرارات ال الأولى للتجربة عينة عشوائية حجمها ” 
من ذلك المجتمع » شريطة أن تنم التكرارات تحت الشروط والظروف نفسها وأن يكون 


المقدمة ثْ 


العناصر الرئيسة لمسألة إحصائية 

سنحاول الآن عرض مزيد من الأمثلة نستعرض من خلاها أشكالا من المسائل 
الإحصائية ونتلمس منها العناصر الرئيسة في مسألة إحصائية . ونسوقها هنا على سبيل 
المثال لا الحصر. ٠‏ ويحتاج ف فهم الطرق المتبعة في هذه المسائل إلى العديد من المقررات في 
نظرية الإحصاء وتطبيقاتها . 


)١‏ تقوم إدارة مصنع بتفتيش شحنات البضاعة الخام الواردة إلى المصنع وعلى أساس 
هذا التفتيش تتخذ قرارا بقبول البضاعة أو رفضها وإعادتها إلى الممول. ويمكن أن 
يتضمن التفتيش اختيار عينة عشوائية من عشرين وحدة» مثلاء من الشحنة 
الواردة وفحصها بدقة للوصول إلى عدد الوحدات غير المقبولة من بينها . وعلى 
أساس هذا العدد يتخذ قرار برفض الشحنة أو قبوها. إن طريقة اختيار العينة 
وتحديد حجمها وطريقة اتخاذ القرار هي كلها مسائل إحصائية 


؟) يتوقف إنتاج منشأة للصناعات الكيميائية على عوامل عدة. ويمكن وضع معادلة 
تنبؤ تربط بين الإنتاج وبين مستويات هذه العوامل ؤذلك بعد ملاحظة وتسجيل 
لاوا وقيم هذه العوامل لفترة زمنية معينة . ولكن كيف نضع معادلة تنبؤ 
جيدة؟ ؟ وعند استخدام المعادلة للتنبؤ بالإنتاج لن يكون التبنؤ مساويا للونتاج 
الفعليء > بل سيكون هناك دائ فارق أو حيدان بين قيمة التنبؤ والقيمة الفعلية» 
فكيف يمكن التحكم بهذا الفرق أو الحيدان ووضع حدود دنيا وعليا لمقدار 
الحيدان؟ وأخيرا ما هي العوامل الأكثر أهمية في عملية الإنتاج؟ وهذه جميعها 
مسائل إحصائية . ونواجه مثل هذه المسائل في العديد من ميادين المعرفة نذكر 
منهاء على سبيل المشال لا الحصرء العلوم السلوكية (علم التربية» علم الاجتماع» ' 
علم النفس . . .)» العلوم الحيوية» العلوم الهندسية والصناعية» العلوم الزراعية» 
العلوم الاقتصادية» الخ . 


) يدعي فريق من الباحثين في العلوم الطبية أنهم توصلوا إلى لقاح جديد فعال في محال 
الوقاية من الركام . فهل ترفض دعواهم آم يجاز تصنيع اللقاح وطرحه للاستهلاك 
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على نطاق واسع؟ ولنفرض للتبسيط أن اللقاح أعطي لعشرة أشخاص روقبوا طيلة 
التجربة واختيار الأشخاص وتحليل النتائج للوصول إلى قرار حول صلاحية اللقاح 
هي جميعها مسائل إحصائية . وكم من المواقف المشابهة يتعرض ها الباحثون يوميا 
ويتعين عليهم الحكم أو اتخاذ قرار بين بديلين مطروحين! 


)٤‏ لنفرض أننا قدمنا موضوعا معينا بطريقتين مختلفتين في التدريس إلى مجموعتين من 
الطلاب لا تتفوق إحداهما على الأخرى في مقدرتها العامة . ثم حصلنا في نهاية 
الفترة الدراسية على قياس معين لما أنجزته كل من الطريقتين» وعلى أساس من هذه 
المعلومات نتساءل عما إذا كانت نتائج التجربة تقدم دلالة كافية على تفوق إحدى 
الطريقتين على الأأخرى؟ 


© ) وعلى مستوى أعم يمكن أن تتطرق الدراسة إلى عدد من المعالجات التي يعتقد أن ها 
أثرها على ناتج نهائي . فلنفرض ثلاثة أنواع من الأسمدة تختلف في تركيبها من 
حيث نسبة الأزوت والبوتاس والفوسفات في كل منها . ويمكن تطبيقها في حقول 
القمح بشلاثة مستويات مختلفة» فنرش مساحة معينة من الأزض » بعدد من 
الكيلوغرامات أو ضعفي ذلك» أو ثلاثة أضعاف ذلك» كما يمكن توقيت رش 
الساد في فترتين مختلفتين» فأي الأسمدة» وأي مستويات التطبيق» وأي توقيت 
للرش أفضل بالنسبة لزيادة إنتاج القمح؟ وإذا كان المستوى الأعلى هو الأجود » 
مثلاء فهل هناك مجال لمزيد من تحسين الإنتاج من خلال رفع مستوى التطبيق؟ 
وإلى أي حد يمكن أن نمضي في مثل هذه العملية؟ 


وتختلف الأمغلة السابقة في طبيعتها ودرجة تعقيدها. إلا أنها تشترك في أن كلا 
منها ينطوي على تنبؤ أو اتخاذ قرار . بالإضافة إلى أننا في كل من هذه الأمثلة قد أخذنا 
غيئة من كيان أكر كر با الممججمع» والجدير بالذكر أن نتائج العينة لا مل علينا 
القرار أو التنبؤء فعند مقارنة طريقتين ختلفتين في التدريس» مثلاء لا نلجأ إلى المقارنة 
الظاهرية المباشرة بين أداء الطريقتين لتفضيل, إحداهما على الأخرى» وإنما نلجأ إلى طرق 


المقدمة د 


إحصائية تسمح لنا باتخاذ القرار في سياق العينة التي بين أيدينا وجميع العينات الأخرى 
الممكنة من الحجم نفسه التي كنا سنحصل عليها لو أننا كررنا تجربة أخذ العينة مرة بعد 
أخرى . ونعتمد هنا اعتمادا حاس| على نظرية الاحتالات» ويبدو أساسيا إذاً أن نقوم 
بتحليل البيان الإأحصائي الملحوظ ثم نستقرىء» استنادا إلى التحليل» المجتمع الذي 
جاءت منه العيئة . وثمة عنصر أساسي ثالث لا يبدو بوضوح › فالبيان الإحصائي يحوي 
قدرا معينا من المعلومات عن الخاصة المدروسة من خصائص المجتمع. وقد تم 
الحصول على هذه المعلومات نتيجة جهد مبذول كلف مالا ووقتا صرفناهما في تجربة 
معينة . ولا بد أن قدرا معينا من النفقات والجهود سينتج مقادير مختلفة من المعلومات 
تبعا لطرق تجريبية مختلفة . ولذلك فمن الواجب تصميم التجربة أو تصميم إجراءات 
أخذ العينة بحيث نحصل على أكبر قدر من المعلومات المطلوبة لقاء نفقة معينة» 
ونلخص بقولنا إن المسألة الإحصائية تتضمن : 


. -تصميم التجربة أو طريقة أخذ العينة وتجميع البيانات‎ ١ 
. تحليل البيان الإحصائي الناتج‎ ۲ 
. الإستناد إلى هذا التحليل للقيام باستقراء المجتمع الذي جاءت منه العينة‎ ٠“ 


الفصل الأول 
التوزيع الوصفى لجملة من القياسات 
)١- ١(‏ اختزال بيان إحصائي وجدول التوزيع التكراري 


إن البيانات التي نحصل عليها عند القيام بتنفيذ تجربة أو جمع معلومات 
إحصائية هي قياسات عددية (كمية) أو وصفية . ومههما أوتينا من الدقة وحسن التتء 
فلن يقدم لنا استعراض وتأمل هذه القياسات بطريقة مباشرة وبسيطة» وفي بيانات 
كبيرة الحجم » إلا القليل جدا عن مدلول هذه القياسات وتفسيرهاء وتغيرها بالنسبة 
لبعضها البعض » ومدى هذا التغيرٌ. وفي الغالب تبرز فوائد حمة من تصنيف القياسات 
في| سنسميه توزيعات تكرارية . وهي تسمح لنا بفهم خصائص وصفية وكمية للبيان 
الإحصائي » وتفسيره والحكم عليه بطريقة أكثر موضوعية وأسهل تناولا. 


)١-١(لاثم‎ 

سألنا عشرة من طلاب الأول ثانوي : «هل ستختار الفرع العلمي أو الفرع الأدبي 
في العام القادم؟» 

وكانت الأجوبة كما يلي : 


علمى» علمى» أدبي علمىء أدبي » أدبي » علمی » علمى» أدبي » علمى 

ونلاحظ أن الاختيار «علمي» يظهر ست مرات» أي أن تواتر أو تكرار ظهوره 
هو ۰6 بین يتكرر ظهور الاختيار «أدبي» 4 مرات . ويمكننا ترتيب هذه المعلومات في 
جدول على الشكل التالي : 


۲ الإحصاء والاحتمال 


)١-١(لودج‎ 





ونرمز للتكرار بالحرف /. 


ويسمى هذا الترتيب للمعلومات التي جمعناها توزيعا تكراريا. فهو يوضح 
كيف تتوزع الأجوبة العشرة بين الاختيارين المطروحين : علمي » أدبي . 


مثال (۱۔ ۲) 

يتضمن الجدول ١(‏ - ۲) قياس مستوى الميموغلوبين في الدم لتسعين عاملا من 
يعيشون في مناطق ترتفع ارتفاعا شاهقا عن سطح البحرء والقياسات كا وردت في 
الجدول تمثل بيانا إحصائيا انتظمت فيه القياسات وفقا لترتيب الحصول عليها أثناء 
إجراء البحث الإحصائى . فالقياس الأول 5 هو مستوى الهيموغلوبين عند أول عامل 
تناولته التجربة » والقياس الثاني 23.3 هو مستوى ال هيموغلوبين عند العامل الثاني الذي 
تناولته التجربة» وهكذا. ولنفرض أن مما نهتم به في تجربة كهذه. معرفة نسبة العمال 
الذين يقل مستوى الهيموغلوبين لديهم عن 17. فسيكون الحصول على هذه النسبة من 
البيان الإحصائي الخام ىا ورد في الجدول ١(‏ -5)» أمرا يستهلك الكثير من الوقت 
والجهد . وأول ما يخطر بالبال هو تنظيم عرض هذه القياسات بحيث يسهل ترتيبها من 
الأصغر إلى الأكبر. وهذا الغرض يمكن إقامة جدول كالجدول ١(‏ -7)؛ حيث وضعنا 
في العمود الأول أعدادا متسلسلة تمثل الرقمين الأولين لقياس (مبتدئين من اليسار) وني 
العمود الثاني وضعنا الرقم الثالث (وهو الرقم الأخير) لكل قياس حذاء العدد المناسب » 
وبحيث تمتدء كا يوضح الجدول » في سطر أفقي» وذلك حسب ترتيب ورودها في 
البيان. وني العمود الشالث وضعنا عدد القياسات التي انتظمت أو اصطفت في سطر 
واحد . وسنطلق على هذه العملية عملية تصفيف البيان الإحصائي الوارد في الجدول 
.)5-١(‏ 


التوزيع الوصفي لحملة من القياسات ۳ 


جدول (۲-۱) قياسات مستوى الهيموغلوبين ني الدم لتسعين عاملا 





18.5 16.3 23.2 19.4 19.5 20.6 22.0 17.8 16.2 
2333 19.7 21.6 24.2 21.4 20.8 19.7 21.1 23.0 
21.7 18.4 22.7 20.9 20.5 16.1 16.9 24.8 12.2 
17.4 17.8 19.3 17.3 18.3 17.8 17.1 18.4 19.7 
17.8 19.0 19.2 15.5 26.2 19.1 20.9 18.0 21.0 


20.2 18.3 19.2 17.2 19.8 19.5 20.0 18.4 15.9 
19.9 16.4 18.4 17.8 23.0 19.4 20.3 18.2 13.1 
20.3 18.5 24.1 14.3 17.8 19.9 235 19.7 19.3 
20.6 18.3 20.8 17.6 18.1 19.7 19.1 19.5 23.5 
18.5 20.0 22.4 18.8 16.2 15.6 15.5 18.5 19.0 


ل 
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ونلاحظ أن عملية التصفيف هذه هي ١‏ في الواقع , عملية فرز وتوزيع القياسات 
إلى ففات طول كل منها يساوي عشرة أمثال الواحد في المنزلة العشرية الأخيرة من 
قياسات البيان. أي أن طوها يساوي الواحد الصحيح إذا كانت القياسات معطاة لرقم 
عشري واحد وطوطا واحد في العشرة ‏ إذا كانت القياسات معطاة لرقمين عشريين › 


٤‏ الإحصاء والاحتمال 
وطوطا عشر وحدات إذا كانت القياسات أعدادا صحيحة» وهكذا*. 


وقد أصبح الجواب على التساؤل الذي طرحناه سهلا وميسوراء فنظرة إلى الجدول 
)۳-١(‏ تبين أن ثلاثة عشر عاملا من بين التسعين عاملاء يقل مستوى الطيموغلوبين 
عندهم عن 17. وتكون النسبة المطلوبة حل . 


والجدير بالملاحظة أن كل ما خسرناه من المعلومات الواردة في البيان الأصلى 
(الخام) الوارد في الجدول  ١(‏ 7)» كنتيجة للتصفيف» هو الترتيب الزمني للحصول 
على القياسات . وقد لا يهمنا هذا في شيء أي أنناء عملياء لم نخسر شيئا. ولكن وقفة 
تأمل هنا توضح لنا أن عملية التصفيف في بيانات تتضمن قياساتها أكثر من ثلاثة 
أرقام معنوية ستحتاج إلى جهود كبيرة » وكذلك ستكون الجهود كبيرة في حالة بيانات 
تتضمن عددا كبيرا من القياسات» غا جعل التصفيف عملية غير رابحة في مثل تلك 
البيانات . فالجهود التي نبذها في التصفيف قد لا تقل» بل قد تفوق» الجهود التي 
نحتاجها للإجابة على التساؤلات المطروحة مستخدمين البيان الأصلي مباشرة . وتبقى 
عملية التصفيف مقبولة فقط في بيانات من الحجم المتوسط» كالبيان المعطى في الجدول 
)5-1١(‏ أو أصغر حجماء وني مثل هذه البيانات» ونظرا لكبر عدد الففات» تبقى 
إمكانية ظهور فئة خالية لا تتضمن أي.قياس إمكانية قائمة» وهو أمر غير مستحسن . 


وربما كان ا شال السابق كافيا لتوضيح الفكرة التي نريد تقديمهاء وهي أننا 
نحاول اختزال البيان الاحصائي الخام بطريقة تسمح لنا الإجابة عن تساؤلات» أو فهم 
نواح معينة مهمة من البيان الإحصائي » بسرعة وسهولة . وذلك لقاء فدية نقدمهاء إذ 
نضحي ببعض المعلومات التي كان البيان الأصلي يوفرها لناء ولكن البيان المختزل لم 
يعد قادرا على توفيرها . وسنقدم الآن اتجاها عاما ومفيدا لاختزال بيان إحصائي فيما 
يسمى بجداول التوزيع التكرارية . 


التوزيع الوصفي لحملة من القياسات 5 


مثال )7*-١(‏ 
قدمنا لخمسين مستجدا من طلبة الجامعة اختبارا لقياس «حاصل الذكاء» 
وكانت درجاتهم ىما يل : 


جدول )٤ -١(‏ . قياسات حاصل الذكاء لخمسين مستجداً 





97 110 105 96 109 94 108 117 107 110 82 99 93 
116 126 124 108 90 118 116 124 114 101 112 120 113 
110 101 103 115 107 102 123 106 105 106 120 100 107 
119 120 112 92 03 88 104 97 101 109 105 





إذا قمنا بتصفيف قياسات هذا البيان فسنجد الجدول ١(‏ -0). 


جدول .)5-1١(‏ تصفيف القياسات الواردة في الجدول )1-١(‏ 








التعداد الرقم الأخير الرقمان الأول والثاني 
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توزعت القياسات على الفئات الخمس في الجدول )١  ١(‏ فكان نصيب 
الغففة الاؤولى 2 وهي تتضمن جميع القياسات التي تنتمي إلى الفترة (90 ,80] » 
وكان نصيب الفئة الثانية 8 وهي تتضمن جميع قياسات البيان الإحصائي التي 
تنتمي إلى الففترة (100 ,90]. وكان نصيب الفئة الثالئة 0 وهي تتضمن جميع 
قياسات البيان التى تنتمى إلى الفترة (110 ,100]. وكان نصيب الفئة الرابعة 13» 
وهي تتضمن جميع قياسات البيان التي تنتمي إلى الفترة(120 ,110]. وكان نصيب الفئة 
الخامسة والأخيرة 7 وهي تتضمن جميع قياسات البيان الإحصائي التي تنتمي 
إلى الفترة (130 ,120] . 


:. الإحصاء والاحتمال 


بصورة عامة» لماذا لا نختار طول الفئة وبالتالي عدد الفئات بالشكل الذي نراه 
مناسبا للحالة المدروسة بدلا من أن تفرض علينا كا هو الحال هنا؟ ولاذا لا نزيد من 
مقدار التضحية بمعلومات البيان الأصلٍ . ذات النفع البسيط للنواحي التي يركز 
عليها اهت|منا لقاء مزيد من توفير الجهود وسهولة العرض والحساب؟ فنحن مثلا قد لا 
نحتاج إلى الاحتفاظ بمفردات البيان الإحصائي » وإنا يقتصر اهتم|منا على معرفة كيفية 
توزعها على فئات نحددها سلفا تحديدا لا لبس فيه . 


وإن أول ما تجدر معرفته هو مدى تغير القياسات في البيان الإحصائي . 
وباستعراض بسيط للقياسات نجد أن أصغر قياس هو 82» وأن أكبر قياس هو 126. 
ونقول إن مدى البيان الإحصائي هو الفرق بين أكبر قياس وأصغر قياس فيه » أي : 


4- 82 - 126 = المدى 


لنقسم هذا المدى إلى عدد من الفئات نختاره بصورة كيفية . ولنأخذ هناء مثلاء 
تسع فئات طول كل منها خمسة» فتكون الفئات كا يلي : 


82 -86,87-91,92-96,..., 117-121,122- 6 


ولنرتب جدولا مثل الجدول .)5-١(‏ حيث نضع في العمود الأول حدود الفئات» وفي 
العمود الثاني » وسميناه عمود الفرزء نضع حذاء الفئة خطا مائلا في مقابل كل قياس في 
الان ينمي إلى هذه الفئة . :ولسهولة التحداد:تظهر كل خزمة من نة خطوظ عل 
حدة» ويقطع الخط الخامس الخطوط الأربعة السابقة له. ويسمى عدد القياسات التي 
تنتمي إلى الفئة ذ» مثلاء تكرار الفئة :» ونرمز له عادة ب ,. (/ تكرار الفئة الأول »ور 
تكرار الفئة الكائية : >٠٠‏ وهكذا) ..وتظهر هذه التكرارات فى العموه الثالك + وهن 
ناتجة عن تعداد الخطوط المقابلة للفثة في عمود الفرز. ونجد في العمود الرابم» التكرار 
النسبي» وهو يساوي التكرار مقسوما على العدد الكلي للقياسات 50 =« . ونلاحظ أن 
مجموع عمود التكرار يجب أن يساوي 50» وآن مجموع عمود التكرار النسبي يجب أن 


التوزيع الوصفي لحملة من القياسات ۷ 


يساوي الواحد تماما. وإذا كان عمود التكرار يعطى عدد القياسات يي البيان 
الإحصائي التي تنتمي إلى الفئة المقابلة فإن عمود التكرار النسبي هو تعبير آخر عن 
الفكرة نفسهاء إذ يُقَدّم ذلك العدد على شكل نسبي (منسوبا إلى عدد القياسات 
الكلي) وسنلمس فيا بعد فائدة التعبير عن التكرار بالشكل النسبي . 


جدول .)25-1١(‏ التوزيع التكراري لقياسات حاصل الذكاء لخمسين مستجدا 


التكر ار النسبي التکرار رل الفرز حدود الفئات 
1/50 1 / 6 -82 
2/50 2 / 91- 87 
HH 4 4/50‏ 96 - 92 
Ht I1 7 7/50‏ 11 - 97 
HH HH 9 9/50‏ 6 - 102 
HH III 10 10/50‏ 111 - 107 
Hh I 7 7/50‏ 6 - 112 
I11 6 6/50‏ 21 - 117 
4/50 4 11 6 - 122 
1 50 المجموع 


وترتيب القياسات كا في الجدول )١- ١(‏ يسمى توزيعا تكراريا للقياسات . وبصورة 
عامة» التوزيع التكراري هو أي ترتيب للبيان الإحصائي يظهر توزع قياساته على فترات 
معرفة بصورة اختيارية تسمى «فئات» . 


وقد اختيرت الفئات بصورة كيفية . ومن أجل البيان الإحصائى نفسه يمكن أن 
جدول يمكن القول إنه ججح وما عداه من الحداول التى كان يمكن الوصول إليها غير 





۸ الإحصاء والاحتمال 


صحيحة » ولكن بعض هذه الجداول أفضل من بعض من حيث مقدرتها على تبيان 
النواحي المهمة في البيان الإحصائي دون الاحتفاظ بكثير من التفاصيل . 


وبصورة عامة » يستحسن ألا يقل عدد الفئات عن حمس ولا يزيد على عشرين » 
تفادياً لظهور فئات خالية عند استكمال عملية الفرز» ذلك لأننا قد نخسر أكثر ما يجب 
من المعلومات إذا قل عدد الفئات عن حمس » وقد نحتفظ ب! لا ضرورة له من التفاصيل 
عندما يزيد عدد الفئات على عشرين . 


ويجب تعريف حدود الفئات بصورة واضحة لا تترك أي لبس في عملية الفرزء 
وتضمن انتماء كل قياس في البيان الإحصائى إلى فئة واحدة وواحدة فقط . 


)75-١(‏ أنواع البيانات الإحصائية 


تنقسم البيانات الإحصائية العددية إلى نوعين» أحدهما منفصل وتكون قياساته 
'اتجة عن عملية عد أو تعداد» مثل عدد حوادث المرور اليومى خلال فترة زمنية حددة» 
أو العدد السنوي لحالات الولادة» أو الزواج» أو الوفاة» أو الطلاق» في بلد معين» 
وتكون مثل هذه القياسات » دائ|» أعدادا صحيحة . والنوع الآخر هو النوع المتصل (أو 
المستمر)ء وتكون قياساته ناتجة عن استخدام جهاز أو أداة للقياس» مثل بيانات 
تتضمن قياسات طول» أو وزن» أو د رجة حرارة» أو مستوى التحصيل الدرابى» أو 


حاصل الذكاءء الخ . 


وني البيانات المستمرة» نفهم من العدد المقدم لنا شيئين» أوهما تصور عن مقدار 
الشيء المقيس» وثانيهما درجة الدقة التي سمح بها جهاز القياس المستخدم . والقول 
بأن طول شخص هو 167.5سم » يعطينا فكرة عن ارتفاع قامة الشخص» ويعطينا أيضا 
أن القياس جرى بدقة تصل إلى أقرب ملليمتر. أي أن آخر رقم معطى على اليمين» هو 
رقم مشكوك فيه . ولو أننا استخدمنا جهازا أكثر دقة» لحصلنا على قياس واقع في مكان 
ما بين 167.45 و 167.549. وأين) وقع هذا القياس فسيؤدي التدوير إلى الرقم العشري 


التوزيع الوصفي لحملة من القياسات ۹ 


الأول إلى العدد 167.5سم . وللسهولة جرت العادة على القول بأن عددا مثل 167.5سم 
يعني أي شيءَ بين 167.45 و 55. سم . 


ولأسباب عدة» نأخذ في الغالب» الحدود المضبوطة للفئة بعين الاعتبار 
ونسميها «الحدود الحقيقية للفئة» أو «هايتي الفئة». لنأخذ الفئة 86 - 82 في الجدول 
١(‏ -5)» فالقياس 82 يعنى أي شىء بين 81.5 و ۰82.5 ويعني ال 286 أي شىء بين 
5 و 86.5. وهكذا يتراوح المدى الحقيقي للفغة بين 81.5 0 5 ب هذان 
العددان «الحدان الحقيقيان للفئة» أو «نهايتا الفئة». وتجدر ملاحظة أن تطابق نهاية فئة 
مع بداية الفئة التي تليهاء لا يؤدي إلى أي التباس في عملية الفرزء فالعدد 86.5 الذي 
يشكل حدا أعلى للفئة الأولى وحدا أدنى للفئة الثانية لا يمكن أن يظهر كقياس في 
البيان الاحصائي الأصلي ما دامت القياسات جميعها أعدادا صحيحة . 


وهناك طرق أخرى يمكن استخدامها للتعبير عن حدود الفئة فمثلا يمكن» 
المثال »)7"-7-١(‏ كتابة الفئات على الشكل : 


82-, 87-, 92-, 97-, 102-, 107-, 112-, 117-, 122- 


نقصد ب-82 جميع الأعداد الواقعة ضمن الفترة (82-87]» أى الأعداد بدءا م 82 ال أو 
و 02 مي صمن بدعا من ےم 
من 287 وهكذا. 


-87, -92, -97, -102, -107, -112, -117, -122, -7 


ونقصد ب 92 جميع الأعداد الواقعة ضمن الفترة (87-92]ء أي الأعداد بدءا من 87 إلى 
أقل من 92. وهكذا. 


وام في هذا الكتاب الحدود الحقيقية للففات في جميع البيانات سواء 
أكانت مستمره أم منفصلة . واستخدامها ف البيانات المنفصلة يضمن استمرارية 


١٠‏ الإحصاء والاحتال 


الأشكال التي تمثل الجدول التكراري بيانيا كا سنرى في الفقرة التالية» وهذا أمر 
مستحسن . کا سنستفيد منه في أكثر من مكان في الفصول المقبلة . 


ونلاحظ بوضوح أن طول الفئة مساو للفرق بين حديها الحقيقين. أما مركز الفئة 
فهو منتصف المسافة بين حديهاء ولحساب قيمته نأخذ نصف مجموع الحدين» ولو 
استخدمنا الحدود(82-87] ٠‏ (87-92] الخ . فإن مركز الفئة الأولى سيكون 84.5 والثانية 89.5 
الخ. وعند استخدام الحدود الحقيقية [81.5-86.5] » [86.5-91.5] الخ. فإن مركز الفئة 
الأولى سيكون 84 والثانية 89 إلخ . واستخدام الحدود الحقيقية إلى جانب أنه يعالج 
مشكلة وجود فراغات بين الفئات المتتالية ويضمن تطابق نهاية فئة مع بداية الفئة التي 
تليها بطريقة منطقية وعادلة» فإنه يؤدي أيضا إلى حسابات أكثر دقة بصورة عامة . 


وإذا أضفنا طول الفئة إلى مركز الفئة الأولى حصلنا على مركز الفئة الشانية التى 
تليها وهكذا. وسنتصور وجود فئة على يسار الفئة الأولى » وبالطبع سيكون تكرارها 
مساويا للصفر ولذلك سنسميها الفئة الصفرية على الیسار» ى| سنتصور وجود فئة على 
يمين الفئة الأخيرة» وبا أن تكرارها صفر فسنسميها أيضا الفئة الصفرية على اليمين . 


ولقد ذكرنا أن تصنيف القياسات في فئات» يهدف إلى تيسير عرض البيانات » 
وسهولة القيام بحساب معايير إحصائية مفيدة في وصف وتحليل البيان الإحصائي ء 
واستنتاج معلومات عامة منه . وننطلق في هذا من نوعين من الافتراضات المتعلقة 
بكيفية توزع القياسات ضمن الفئة الواحدة . 


(1) عند حساب بعض المعايير الإحصائية» أو عند استخدام الطرق البيانية لعرض 
معلومات إحصائية» نفترض أن القياسات الواقعة ضمن فئة واحدة تتوزع 
بانتظام على الفترة الممتدة بين نهايتي الففة. وني الجدول (١-5).؛‏ مثلاء 
ينتمي عشر قياسات إلى الفئة 107-111. والفترة الممتدة بين نهايتي الفئة هي الفترة 
(111.5 ,106.5). ونفترض أن القياسات العشرة تتوزع بانتظام فوق الوحدات 
الخمس التى تتألف منها الفئة. أي نفترض» كما يبين الجدول »)7-١(‏ قياسين 
بین 106.5 و 107.5» وقياسين بين 107.5 و 108.5 الخ . 


التوزيع الوصفي لجملة من القياسات ۱١‏ 


جدول -١(‏ ۷). توزع القياسات بانتظام ضمن الفئة الواحدة 


110.5-5 





(1ة) والافتراض الثاني الذي نستخدمه عند حساب بعض المعايير الإحصائية هو اعتبار 
القياسات التى تنتمى إلى فئة مساو لمركز الفئة . 


والجدير بالذكر أن هناك بيانات إحصائية غير عددية تتضمن أصنافا معبرا عنها 
على شكل كلات وصفية أو رموز» (علمي» أدبي) » (ذكره أنثى)» (ممتاز» جيد جداء 
جيد» مقبول» ضعيف) وبحيث ينتمي كل عنصر يخضع للتصنيف إلى صنف واحد 
منها فقط . ومثل هذه البيانات تسمى بيانات وصفية . وإذا أمكن تعريف ترتيب على 
هذه الأصناف أو الرموز يسمى البيان عندئذ بيانا ترتيبيا. فمثلاء يمكن القول أن 
«متاز» يمثل الصنف الأعلى يليه «جيد جدا» يليه «جيد» إلخ. مما يجعل أي بيان 
يتضمن تقديرات ممتاز. . . إلى ضعيف بيانا ترتيبيا. ونلاحظ أن ذلك غير ممكن في 
التصنيف (علمي » أدبي) أو (ذكرء أنثى) . 


)۳-١(‏ التمثيل البياني لتوزيع تكراري 


يقدم لنا التمثيل البياني للمعلومات الإحصائية عونا كبيراء فهو يسمح بإدراك 
الخواص الأساسية للتوزيع التكراري» ومقارنة توزيع تكراري بآخر. والتمثيل البياني هو 
صورة هندسية لحملة القياسات . وفي العديد من الحالات يسهل رد مجموعة المعلومات 
الرقمية إلى صورة هندسية» فهم طبيعة المسألة الإحصائية» واستنباط الحلول المناسبة 
لها. وقد أصبح التمثيل البياني ممارسة شبه يومية في حياتنا . فالصحف والمجلات» 
والنشرات التجارية» وتقارير الأعمال والمشاريع» والدوريات العلمية المختلفة» 


١ ۲‏ الإحصاء والاحتال 


والتقارير الحكومية» تستخدم جميعهاء وعلى نطاق واسع » التمثيل البياني. وهناك 
تفرعات كثيرة لوسائل التعبير البياني عن جملة من المعلومات الإحصائية» وسنقتصر هنا 
على ذكر أكثرها أهمية وفائدة في يحالات الاستقراء الإحصائي . ويمكن لمن أراد الاستزادة 
العودة إلى بعض المراجع المذكورة في نهاية الكتاب . ١‏ 


(1--١)المدرج‏ التكراري 

لرسم المدرج التكراري» نتخذ المحور الإحداثي السيني لتمثيل الفئات » ونحدد 
عليه النقاط التي تمثل نهايات الفئات (حدودها الحقيقية). ونتخذ المحور الإحداثي 
الصادي لتمثيل التكرار :/ . ثم نرسم فوق الفترة الممتدة بين نهايتي كل فئة مستطيلا 
يرتفع بمقدار التكرار المقابل هذه الفئة. ونجد في الشكل )١- ١(‏ المدرج التكراري 
الموافق للتوزيع التكراري المعطى في الجدول ١(‏ -1) . 
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شكل .)١-١(‏ مدرج التكرار ومضلع التكرار لقياسات حاصل الذكاء لخمسين مستجدا 


وتمثل المساحة تحت مدرج التكرار نوعا من أنواع التمثيل الهندمبى لجملة 
القياسات في البيان الإحصائى . فإذا نظرنا إلى تكرار كل فئة بأنه مساهمة الفئة في تركيبة 


التوزيع الوصفي لمحملة من القياسات ۱۳ 


البيان الإحصائي » إذا جاز التعبير» فإن مساحة المستطيل المقام فوق الفئة يتناسب مع 
هذه المساحة . وكلم| كان التكرار أكبر ارتفع المستطيل وزادت مساحته . ولو تساءلنا في 
المثال  ١(‏ ”7) عن نسبة الطلبة الذين نالوا درجات أعلى من 111.5 لوجدنا أن هذه 
النسبة تساوي نسبة المساحة تحت مدرج التكرار الواقعة على اليمين من 111.5 (وهي 
مساحة المستطيلات الثلاثة الأخيرة المظللة في الشكل )١- ١(‏ إلى المساحة الكلية تحت 
مدرج التكرار. ومادامت الفئات جميعها بالطول نفسهء أي ما دامت قواعد 
المستطيلات المرسومة متساوية وتبقى ثابتة من فئة إلى أخرى» فإن مساحة كل مستطيل 
تتناسب مع ارتفاعه (مع تكرار الفئة) ونسبة المساحة المظللة إلى المساحة الكلية هي في 
ا التكرارات الموافقة للفئات الثلاث الأخيرة إلى العدد الكل 
للقياسات» أي > جد أو 34% وهي النسبة المطلوبة بالضبط . 


ويمكن اللجوء إلى هذا المبدأ في تمثيل المدرج التكراري سواء أكانت أطوال 
ال SS‏ لازي رريخ اخارق ا اوري 
الك رقن أ نف ادمع اله قات كارتا عفان سما وها ا 
لتشكل فئة واحدة؛ لا بد من القيام بتعديلات مناسبة تأخذ في الاعتبار أطوال الفئات» 
وتجعل المساحة المقامة فوق فئة» متناسبة مع تكرار هذه الفئة . ويكون رسم مستطيلات 
ارتفاعاتها مساوية لتكرار الفئة غير صحيح . وبذلك نتجنب رسم مدرج تكرار يعطي 
انطباعات مضللة إلى حد بعيد . ونوضح الفكرة وطريقة العمل من خلال المثال التالي . 


مٹال (۱ ٤‏ ) 
فیا يي جدول توزيع تكراري لأوزان 35 فأرا مقاسة إلى أقرب غرام . ارسم المدرج 


والخامسة لما أطوال مضاعفة ولذلك رسمنا فوق كل منها مستطيلا ارتفاعه يساوي 


١5‏ الإحصاء والاحتهال 


جدول ١(‏ -8): التوزيع التكراري لأوزان35 فأرا 
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شكل(١-5).‏ المدرج التكراري لأوزان 35فأرا 


نصف التكرار الموافق للفئة (4 في الفئة الثانية و 3 في الفئة الخامسة). إن المساحة الكلية 
للمدرج هي : 


10 < 1 + 20 x4 + 10 x9 + 10 x 11 + 20 x 3 = 0 


ونسبة مساحة المستطيل الموافق لكل فئة إلى المساحة الكلية تساوي تماما نسبة تكرار 
الففة إلى مجموع التكرارات . فمثلا نسبة مساحة المستطيل الثاني إلى المساحة الكلية 


0 وھ ا 8 
هي چ وهي س وي چ ٠‏ 


التوزيع الوصفي لحجملة من القياسات ف 


(۲-۳-۱) مدرج التكرار النسبي 

لا تختلف طريقة رسم مدرج التكرار النسبي عن مدرج التكرار سوى أن 
المستطيل الموافق لكل فئة يرتفع الآن بها يساوي التكرار النسبي للفئة . ولكي نحافظ 
على ارتفاع ووضوح مناسبين للصورة الناتجة» لا بد أن تكون وحدة الطول على المحور 
الصادي أكبر بصورة مناسبة ما كانت عليه على المحور الصادي لمدرج التكرار. ولو 
كان لدينا # قياساء وكبرنا وحدة الطول على المحور الصادي ” مرة» لحصلنا على صورة 
لمدرج التكرار النسبي مطابقة تماما لصورة مدرج التكرار. وكل ما في الأمر أن التدريج 1 
على المحور الرأسي أصبح الآن بد » والتدريج 2 أصبح ب » وهكذا. ونجد في الشكل 
(۳-۱( مدرج التكرار النسبي لقياسات حاصل الذكاء لخمسين مستجدا . 


تجدر ملاحظة أنه ليس من الضروري» عند رسم شكل بياني › أن تكون وحدة 
الأطوال نفسها على المحورين . ونتخذ وحدة الطول على كل من المحورين لتشغل 
الصورة الناتجة الحيز المخصص هاء وتتخذ موقعا مناسبا في الاتجاهين الأفقى والرأسى » 


التكرار النسبي ل 
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شكل (1-"7). مدرج التكرار النسبي لقياسات حاصل الذكاء لخمسين مستجدا 


۱٦‏ الإحصاء والاجتمال 


تماما كا نتخذ الصورة المخرجة في التليفزيون موقعها على الشاشة المخصصة هاء فلا 
هي منحازة إلى يمين الشاشة ولا إلى يسارهاء ولا هي مرتفعة أو منخفضة أكثر مما 
ينبغى . وتكبير وحدة الطول على المحور السيني يؤدي إلى توسيع الصورة في الاتجاه 
الأفقي يمينا ويسارا. وتكبير وحدة الطول على المحور الصادي يؤدي إلى تمدد الصورة 
في الاتجاه الرأسي علوا وهبوطا . وأفضل ترتيب لوحدتي الطول هاتين» هو ذلك الذي 
يكفل وضوح الصورة› وتُخرجها بحيث تشغل ال حيز المخصص ا بشكل مناسب . 


ويبقى هذا كله صحيحا في حالة فئات غير متساوية أيضاء فصورة مدرج 
التكرار النسبي تتطابق مع صورة مدرج التكرار عندما نجعل التدريج 1 على المحور 
الصادي مساويا 21/2 والتدريج 2 مساويا 2/۸ وهكذا. والشكل 2)5-١(‏ يصبح 
صورة لمدرج التكرار النسبي للتوزيع التكراري لأوزان 35 فأرا المعطى في الجدول 
»)8-١(‏ إذا اعتبرنا التدريج 1 على المحور الصادي مساويا الآن ل 1/35 والتدريج 2 
مساويا ل2/35» إلخ . 


ومع أن اهتمامنا المباشره في الخال (١-۳)ء‏ ينصب على وصف القياسات 
الخمسين. إلا أننا نبتم أكثر بالمجتمع الذي أخذنا منه هذه القياسات . ويمكن النظر 
إلى القياسات الخمسين كعينة مأخوذة من مجتمع طلبة السنة الأولى في جامعة أو عدد 
من الجامعات . وفي جميع الأحوال» لو توفرت لنا قياسات حاصل الذكاء لعناصر 
المجتمع كلهاء لأمكن» بالطريقة ذاتهاء إقامة المدرج التكراري للمجتمع . 


لندرس الآن مدرج التكرار النسبي في الشكل )۳-١(‏ بتفصيل أكثر. فلو 
افترضنا أن طول الفئة (وهي تساوي حمس وحدات) أصبحت وحدة قياس جديدة» 
أي أن طول الفئة بالوحدة الجديدة هو الواحد» فستصبح مساحة المستطيل المقام فوق 
الفئة مساوية للتار الى الموافق لمذه الفئة ES‏ المساحة الكلية تحت مور 
التكرار النسبى مساوية للواحد تماما. ولنسأل الآن» ما هى نسبة الطلاب الذين يزيد 
حاصل ذكائهم على 111.5 مثلا؟ بالعودة إلى مدرج التكرار النسبي نرى أن هذه النسبة 
تشمل كل الفئات على اليمين من 111.5 . وبالاستفادة من الجدول )١ ١(‏ نرى أن 


التوزيع الوصفي لحملة من القياسات ۱۷ 


سبعة عشر مستجدا حصلوا على أكثر من 111.5. أي أن النسبة المطلوبة هى 17/50 أو 
0 . ونلاحظ أن هذه النسبة هى أيضا المساحة تحت مدرج التكرار الس ف ال 

به هي ج بي لي 
)۳-١(‏ التي تقع على يمين 111.5 . 


(۳-۳-۱) مضلع التكرار 

نأخذ منتصفات القواعد العليا للمستطيلات في مدرج التكرا ونصل بينها 
بخطوط مستقيمة» فنحصل على ما يسمى بمضلع التكرارء أي أننا لو حددنا من أجل 
كل فئة نقطة إحداثيها السيني هو مركز الفئة» وإحدائيها الصادي هو تكرار الفئة» ثم 
وصلنا بين هذه النقاط بقطع مستقيمة لحصلنا على مضلع التكرار. ويمكن رسم مدرج 
التكرار ومضلع التكرار على الشكل نفسه» أو في شكلين منفصلين . ونجد في الشكل 
)١1- ١(‏ مضلع التكرار للتوزيع التكراري في الجدول ١(‏ -1) . 


ويمكن إغلاق مضلع التكرار على الجانيين بوصل أول نقطة منه بمركز الفئة 
الصفرية على اليسار» ووصل أخر نقطة منه بمركز الفئة الصفرية على اليمين. (انظر 
الشكل )١-١(‏ حيث رسمنا هاتين الوصلتين بخط منقط . ) 


ونلاحظ وجود فرق سيط بين المساحة تحت مضلع التكرار والمساحة تحت مدرج 
التكرار ويتناقص هذا الفرف كلا ازداد عدد الفقات وصغر طول الفئة. هذا بصورة 
عامة» أما إذا كانت أطوال الفئات متساوية فالمساحتان متساويتان . 


(5-1) مضلع التكرار المتجمع الصاعد 


من الخصائص المهمة للبيان الإحصائي معرفة العدد الذي تقل عنه نسبة معينة 
من القياسات» أو معرفة النسبة من القياسات التى تقل عن قيمة معينة» أو نسبة 
القياسات التي تتجاوز قيمة معينة . ففي بيان من الدرجات في مسابقة عامة» يمكن 
أن نعتبر العدد الذي يقل عنه تسعون بالمائة من القياسات الحد الفاصل بين تقدير 
الممتاز وما دون الممتاز. وفي بيان يمثل مستويات الميموغلوبين في الدم تمثل نسبة 
القياسات» التي تقل عن قيمة معينة » نسبة المصابين بفقر الدم. وفي بيان يمثل 


١ ۸‏ الاحصاء والاحتهال 


معدلات التوتر الشرياني (ضغط الدم) تمثل نسبة القياسات التي تزيد على قيمة معينة 


لنعد إلى االحدول ١(‏ -1) فا هو العدد الذي يقل عنه خحسون بالمائة من 
القياسات؟ أو ماهي النقطة التي يقع إلى اليسار منها خمس وعشرون بالمائة من 
القياسات؟ أو ما هى نسبة القياسات التي تقل عن 101.5؟ إلخ . 


وللجواب على مثل هذه التساؤلات» بصورة تقريبية وسريعة» نقيم جدول 
التكرار المتجمع الصاعد كا في الجدول ١(‏ -4): حيث نضع في العمود الأول » وعنوانه 
«أقل من»» الحدود الحقيقية العليا للفئات » ونضع في العمود الثاني » وعنوانه «التكرار 
المتجمع الصاعد» عدد القياسات الموافق . 


جدول (۱ -ة). جدول التكرار المتجمع الصاعد لقياسات حاصل الذكاء لخمسين مستجدا 





ولتمثيل الحدول بيانيا نعتمد المحور السيني مورا للقياسات» والمحور الصادي 
حورا للتكرار المتجمع الصاعد. ونرسم لكل فئة نقطة في مستوى الإحداثيات» 
إحداثيها السينى هو الحد الأعلى الحقيقى للفئة» وإحداثيها الصادي هو التكرار 
اللتجمع الصاعد المقابل . ثم نصل بين النقاط الناتجة المتتالية بقطع مستقيمة فنحصل 
على مضلع يدعى «مضلع التكرار المتجمع الصاعد». (انظر الشكل ١(‏ -5)). 


التوزيع الوصفي لجملة من القياسات 1 


التكرار المتجمع الصاعد - 50 


0 


دم - 
o‏ ىه 
r‏ 
1 
١‏ 
سس اهم 


القياسات 
65 1215 1165 1115 106.5 101.5 9%65 91.5 865 


شكل(١-1).‏ مضلع التكرار المنجمع الصاعد لقياسات حاصل الذكاء لخمسين مستجدا 


وبالطريقة نفسها يمكن رسم مضلع التكرار النسبي المتجمع الصاعد وذلك 
باستخدام المحور الصادي لتمثيل التكرارات النسبية المتجمعة . ولو أن العمود الأول في 
الحدول (-4) تضمن الحدود الحقيقية الدنيا للفئات وكان عنوانه «أكثر من» لحصلنا 
على جدول تكرار متجمع نازل » ورسمه البياني بالطريقة السالفة ذاتها سيعطي مضلع 
التكرار المتجمع النازل . وسنترك ذلك تمرينا للطالب . 


ولإيجاد القياس الذي يقع على اليسار منه 50% من القياسات» تنحسب أولا رتبة 
RN 1 1 50‏ 
القياس المطلوب 5 ×۸ » حيث 7# عدد القياسات » فنجد: 
e 50‏ 
5- ج75 × 50 = رتبة القياس المطلوب 


أي أن القياس المطلوب ينتمى إلى الفتّرة [111.5 ,106.5] . 


0 الإحصاء والاحتال 


وسنحسب القياس المطلوب مفترضين أن القياسات التي تنتمي إلى فئة تتوزع 
بانتظام فوق الفترة التي تمتد بين نهايتي الفئة» أو بعبارة أعم مفترضين أن العلاقة بين 
القياس والتكرار فوق الفترة [111.5 ,106.5] هي علاقة خطية تتمثل في معادلة المستقيم 
الواصل بين النقطتين 4و 8. 


من تشابه المثلئين ۸42۴و 480 نجد : 


AE _ ED 


AC B 





ويكون القياس المطلوب» وهو الاحداثي السيني للنقطة 8 مساويا الإحداثي السيني 
ل 4 مضافا إليه 4 » وهكذا نجد: 


5 - 1 + 106.5 = القياس المطلوب 


ويمكن القيام بهذه الحسابات معتمدين على جدول التكرار المتجمع الصاعد» 
ودون الحاجة إلى رسم مضلع التكرار» حيث نتبع المحاكمة التالية : 


نرى من جدول التكرار المتجمع الصاعد أن 23 قياسا من القياسات الخمسين 
أقل من 106.5 وأن 33 قياسا أقل من 111.5. وبتطبيق التناسب الطردي نقول إنه 
عندما زاد التكرار المتجمع بمقدار 10» (من 23 إلى 33) زاد القياس بمقدار 5» (من 
5 إلى 111.5). فا هي قيمة الزيادة في القياس عندما يزداد التكرار المتجمع بمقدار 2 
فقط (من 23 إلى 25)؟ 


التوزيع الوصفي لحملة من القياسات ۲١‏ 


زيادة القياس زيادة التكرار المتجمع 
۰ طم ١‏ 
x‏ 2 


2 8 
1 - حك =× (الزيادة المطلوبة في القياس) 





ويكون القياس المطلوب : 


106.5 + 1 - 5 


وإذا توفر ورق ميلليمتري نرسم عليه مضلع التكرار المتجمع الصاعد» فيمكن 
استخدام الرسم البياني لإيجاد القياس المطلوب» وهذا القياس ليس إلا الإحدائي 
السيني لنقطة على مضلع التكرار المتجمع الصاعد إحدائيها الصادي 25 . ولذلك 
نرسم من النقطة 25 على المحور الصادي خطا أفقيا يقطع مضلع التكرار المتجمع 
الصاعد في نقطة ننزل منها عمودا على المحور السيني فيقطعه في النقطة المطلوبة» وهى 
على الشكل  ١(‏ 5) حوالي 107.5 . ۰ ١‏ 


وسنجد فيا بعد أن هذا القياس يسمى الوسيط . وقد لخصنا هنا الطريقتين 
الحسابية والبيانية للحصول على الوسيط . ومن الواضح أنه يمكن تطبيق الطريقة نفسها 
لحساب القياس الذي يقع على اليسار منه 25% من القياسات » وبصورة عامة القياس 
الذي يقع على اليسار منه م بالمائة من القياسات. حيث م أي عدد بين الصفر والمائة» 
ويسمى مثل هذا القياس المئين م . 


ولمعرفة نسبة القياسات التي تقل عن 101.5, مثلاء نرفع من النقطة 101.5 على 
السيني فيقطع المحور الصادي في النقطة 14» وتكون النسبة المطلوبة کل = 28% 1 


۲۲ الاحصاء والاحتمال 
(o 1١)‏ منحنى التكرار 


لنعد إلى مضلع الكرار في الفقرة ١(‏ -7- "27 . ولنفترض أننا صغرنا طول الفئة إلى 
نصف ما هو عليه . أي ضاعفنا عدد الفئات» ثم رسمنا مضلعا تكرارياء فسيتضاعف 
عندئذ عدد رؤوس هذا المضلع» وستقترب رؤوس المضلع بعضها من بعض . ولكن 
العدد البسيط من القياسات لا يسمح لنا بالمفي في مثل هذه العملية» لأنه قد يترك 
العديد من الفئات خالية وتكرارها صفره مما يصيب المضلع بانقطاعات في أكثر من 
مكان» الأمر الذي لا يقلق كثيرا عندما يصف المضلع التكراري «مجتمعا» يتضمن عددا 
هائلا من القياسات . فلنتصور إذاء أن لدينا معينا لا ينضب من القياسات» أي 
لنتصور ظرفا يمكننا معه جعل طول الفئة أصغر فأصغرء وفي الوقت ذاته» زيادة عدد 
القياسات التي تخضع للتصنيف لتصبح أكبر فأكبر» ولندفع الآن مثل هذا التصور إلى 
نهاياته القصوى ليصبح طول الفئة صغيرا بلا حدودء ويصبح معه عدد القياسات 
الكل كبيرا بلا حدودء فسنصل عندئذ إلى خط ناعم مستمر» لا انكسارات فيه ولا 
زواياء يسمى منحنى التكرار. وعندئذ يقابل كل قياس على المحور السيني إحدائي 
صادي يتناسب مع تواتر ظهور هذا القياس في المجتمع الذي يصفه منحنى التكرار. 


ولنفرض » على سبيل المثال» أن منحنى التكرار في الشكل ١(‏ -0) يصف ظاهرة 
توزع الطول في مجتمع من الذكور البالغين يتضمن عشرات الملايين» فالإحدائي 
الصادي للنقطة 170سمء مثلاء يمثل أو يتناسب مع تواتر ظهور الطول 170سم في هذا 
المجتمع . وبصورة عامة» نعتمد منحنيات التكرار كناذج رياضية (نظرية) لتمثيل 
ظواهر عامة في حياتنا العملية . وعلى سبيل المشال» سنعرض فيا يلي إحصائيات 
)Kend11 and Stuart, 1977(‏ لثلاث ظواهر مختلفة تتناول عددا كبيرا من الأفراد . وسنجد 
أن مضلع التكرار لكل ظاهرة يوحي بشكل معين لمنحنى التكرار (أو النموذج) الذي 
يمكن اعتماده لوصف هذه الظاهرة . وسنتعرف في الفصل الرابع وما بعده على ما 
نقصده بكلمة «نموذج»» والدور الذي تلعبه الناذج في التطبيقات العملية للإحصاء . 
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=f )×(‏ ر 






/ (170) 


الطول 170 


شکل (۱ - .)١‏ منحنى التكرار لتوزيع الطول في مجتمع من الذكور البالغين 


يبين الجدول )٠١  ١(‏ توزيع التكرار لأطوال 8585 ذكرا بالغا ممن ولدوا في 
المملكة المتحدة. وباعتبار أن دقة القياس كانت إلى أقرب ج من البوصة» فالحدود 
الحقيقية للفئات هي من تدرو تلم > جدود کرو 2 00 

جدول .)3١-1١(‏ التوزيع التكراري ل 8585 ذكرا بالغا من ولدوا في المملكة المتحدة 


التكرار الطول (بدون حذاء) التكرار الطول (بدون حذاء) 


57 - 2 68 - 120 
58 - 4 69 - 1063 
59 - 14 70 - 646 
60 - 41 71 - 392 
61 - 83 72 - 202 
62 - 169 73 - 79 
63 - 394 74 - 32 
64 - 669 75 16 
65 - 990 76 - 5 
66 - 1223 77 - 

67- 1329 


5 = مجموع التكرارات 








۲٤‏ الإحصاء والاحتمال 


وفي الشكل )1-١(‏ نجد مضلع التكرار» ومن الواضح أن هذا المضلع يقترح 
بقوة أن نموذجا على شكل الجرس (انظر الشكل ١(‏ - 2)) هو التموذج المناسب لتمثيل 
ظاهرة توزع الطول في مجتمع من الذكور البالغين في بيئة معينة . 


التكرار 


الطول بالبوصة 


58 60 62 6 6 6 70 72 74 716 78 80 


شكل (5-1). مضلع التكرار للبيان الإحصائي في الجدول )٠١ -١(‏ 
(القيم على حور السينات هي بدايات الفئات) 


يبين الجدول )١١- ١(‏ توزيع التكرار ل 301785 عقد زواج في استراليا بين 1907 
و1914« مصنفة وفقا لعمر العروس في فئات طول كل منها 3 سنوات . 


والمضلع التكراري يقترح بوضوح نموذجا يعرف بنموذج «جاما» وهو منحنى 
تكرار غير متهائل يتزايد بسرعة إلى قمة ثم ينحدر منها بسرعة (سرعة التزايد وسرعة 
الانحدار تختلف من حالة إلى أخرى) ليتهادى بعد ذلك متناقصا باطراد تناقصا بطيئا 
مقتربا من حور السينات . ونقول عن نموذج كهذا أنه ملتو إلى اليمين أو موجب 
الالتواء [انظر الشكل .])۷-١(‏ ونجد في الشكل ١(‏ -8) منحنى تكرار من النوع 
«حجاما» . 


التوزيع الوصفي لحملة من القياسات 3 


جدول(١-١١).‏ التوزيع التكراري ل 5 عقد زواج في استراليا مصنفة وفق عمر العروس . 





التكرار مركز الفئات التكرار مركز الفئات 
1655 55.5 294 16.5 
1100 58.5 10995 19.5 
810 61.5 61001 225 
649 64.5 73054 25.5 
487 67.5 56501 28.5 
36 70.5 338 31.5 
211 25 20569 34.5 
119 76.5 14281 325 
73 79.5 90 40.5 
27 82.5 626 43.5 
14 85.5 4770 46.5 
5 88.5 360 49.5 
2190 52.5 


5 = مجموع التكرارات 
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شكل .)۷-١(‏ مضلع التكرار للبيان الإحصائي في الجدول )١١-1١(‏ 








00 


شکل .)8-١(‏ منحنى تكرار من أسرة النموذج جاما 


رين 
e‏ 


مصنفين وفقا لشرائح الدخل مقدرة بالاف الحنيهات . 


جدول .)١17-١(‏ توزيع التكرار وفق فئات الدخل ل 213938 شخصا ف المملكة المتحدة 
توزيع فق خل ف 





التكرار (عدد الأشخاص) فئات الدخل بآلاف الجنيهات 
101369 2 
45532 -3 
22063 -4 
13475 5 
13456 6 
6419 - 8 
3551 - 10 
2926 - 12 
2007 - 15 
820 - 20 
399 - 25 
36 - 30 
134 - 40 
128 - 50 
45 - 75 
38 - 100 








المجموع = 213938 


التوزيع الوصفي لجملة من القياسات ۷ 

ويقترح مضلع التكرار منحنى تكرار مناسب هذه الظاهرة (توزع فئات الدخحل 

في المملكة المتحدة) من النوع 3. وتسمى هذه الأسرة من النماذج بأسرة النهاذج الأسية . 

وهي تبدأ بقمتها ثم تنحدر بسرعة متقاربة إلى حور السينات . ونجد في الشكل 
1١)‏ ے0 )١‏ منحنى تكرار من أسرة النموذج الأمي . 


120000 
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40000 


20000 
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شكل ١(‏ -۹). مدرج التكرار ومضلع التكرار للبيان الإحصائي في الجدول )۸-١(‏ 


شكل .)٠١-١(‏ منحنى تكرار من أسرة النموذج الأسي 


۲۸ الإحصاء والاحتمال 
تمارين(١-١)‏ 


)١‏ تتغير أوزان سين طالبا مقاسة إلى أقرب «باوند» من 177 إلى 265. إذا أردت 
تصنيف هذه الأوزان في عشر فئات فاكتب حدود الفئات» والحدود الحقيقية 
للفئات ؛ ومراكز الفئات . ما طول الفئة؟ 


۲) كانت مراكز الفئات لتوزيع تكراري لمجموعة من قياسات درجة الحرارة مأخوذة إلى 
أقرب درجة مئوية» كا يلي : 


61 ,52 ,43 ,34 ,25 ,16 
أوجد: 
أ حدودالفئات؛ ب_الحدودالحقيقية للفثات . 


۳) فيما يلي عدد الأميال التي قطعتها كل من أربعين سيارة إسعاف بجالون واحد من 
البنزين : 


24.5 23.6 24.1 25.0 229 247 238 252 9 
24.1 237 244 247 239 251 246 233 3 
24.8 22.8 246 239 241 244 245 257 6 
24.0 247 23.1 239 242 247 249 250 8 
24.5 234 246 13 


أ _لخص هذا البيان الإإحصائي في جدول توزيع تكراري متخذا الفئات : 
9 - 25.5 ,. . . ,23.4 - 23.0 ;22.9 - 22.5 
ب -ارسم مدو التكرار» ومدرج التكرار النسبي» ومضلع التكرار. 


د -ارسم مضلع التكرار المتجمع الصاعد 


التوزيع الوصفي لجملة من القياسات 77 


ه_ماعدد القياسات التي هي أقل من 23.75؟» أكثر من 23.45؟» أقل 
من24.3؟» وأقل من 252؟ ٠‏ 

و -ماالقياس الذي يقل عنه خمسون بالمئة من القياسات؟ حمس وعشرون بالمئة 
من القياسات؟ وخمس وسبعون بالمئة من القياسات؟ 


: إحص‎ ٠١ 5 فيا يلي درجات 40 طالبا في اختبار‎ )٤ 


80 96 62 73 93 98 75 37 88 42 
9 53 62 83 69 73 54 66 76 52 
9ذ 67 80 49 65 52 75 81 56 69 
79 89 82 91 87 72 71 44 80 88 


| -اكتب جدول التوزيع التكراري لهذا البيان الإحصائي مستخدما الفئات : 
...35-39:40-4 
ب - ارسم مدرج التكرار» ومدرج التكرار النسبي» ومضلع التكرارء مستخدما 
ورقة بيانية . 
ج_اكتب جدول التكرار المتجمع الصاعد وأرسم مضلعه. 
د اماما ااال رر تجح سار اتر رين ارهن ا 
والبيانية؟ 


(o*‏ يتولى الإشراف الصحي على عدد من مدارس تعليم البنات 4 وحدة صحية 
منتشرة في أنحاء المملكة. وفيا يلي عدد المدارس المرتبطة بكل من هذه الوحدات 
الصحية زلا يتضمن البيان مدارس الرياض وجدة والاحساء ومكة المكرمة) : 


,85 ,65 ,33 ,50 ,35 ,12 ,28 ,30 ,20 ,46 ,23 
,68 ,38 ,20 ,23 ,50 ,30 ,40 ,23 ,50 ,40 ,24 
,21 ,89 ,22 ,36 ,59 ,6 ,105 ,100 ,15 ,15 ,58 
56ض ,19 ,32 ,48 ,62 ,32 ,58 ,38 ,42 ,100 ,35 


# مأخوذ من التقرير الصحي السنوي الصادر عن وزارة الصحة لعام 105١هء‏ ص ۲۸۷ . 


متخذا الفئات 105 - 90 ,89 - 78 ,. . . ,41 - 30 ,29 - 18 ,17 - 6 


أ أرسم مدرج التكرار النسبي . 


ج أوجد حسابيا وبيانيا ا مئين 10 وا لمئين 90 . 


5) عند تلخيص بيان إحصائي حصلنا على التوزيع التكراري التالي : 
أ _اكتب التكرار النسبى معبرا عنه في نسبة مئوية . 


ب اكتب جدول التكرار المتجمع الصاعد» والتكرار النسبي المتجمع الصاعد . 





۷) فيا يلي أوزان ستين فأرا (مقاسة إلى أقرب غرام) استخدمت في دراسة تجريبية تتعلق 
بنقص الفيتامين : 
143 117 114 119 123 116 111 106 128 125 
125 104 120 132 137 118 121 115 92 136 
16 135 133 110 108 129 87 101 115 119 
95 10 137 104 82 16 118 110 103 127 
113 100 118 126 132 119 105 119 126 146 
148 95 113 124 129 117 146 102 125 106 


1 - لخص هذا البيان الإحصائي في جدول توزيع تكراري متخذا الفئات : 


80 - 89; 90 - 99: . . .: 140 - 9 


التوزيع الوصفي لجملة من القياسات ۳١‏ 


ب-ارسم مدرج التكرار» ومدرج التكرار النسبي» ومضلع التكرار. 

ج-اكتب جدول التكرار المتجمع الصاعد . والتكرار المتجمع الصاعد النسبي . 

د -ارسم مضلع التكرار المتجمع الصاعد مستخدما ورقة بيانية . 

ه _مانسبة القيلسات التي هي أقل من 109.5؟. أكثر من 89.5؟» أقل 
من 133؟ 2 وأقل من 105؟ 

و -ماهوالقياس الذي يقل عنه ستون بالمئة من القياسات؟ خمس وثلاثون بالمئة 
من القياسات؟ حمس وعشرون بالمئة من القياسات؟ وهس وسبعون بالمئة من 
القياسات؟ 


الحلد المعطاة في البيان التالي . (القياسات تمثل سماكة الحلد بالملليمتر في منتصف 
عضلة الذراع ل 121 ذكرا) . 


11.4 153 9.1 18.4 109 47 9.6 20.6 10.4 20.5 224 143 
11.7 11.4 12.7 18.2 15.1 14.6 25.3 11.5 132 79 126 1 9 
168 114 27.3 163 139 13.2 119 20.0 132 9.4 189 7 
14.8 17.8 10.8 16.0 15.7 17.7 13.5 11.5 11.1 9.6 15.1 16 
13.6 8.6 6.9 19.1 18.7 10.1 16.1 20.4 7.9 16.6 18.5 2 
17.4 18.8 12.6 220 96 11.1 15.7 23.7 13.3 49 83 21 
15.5 23.1 10.2 10.7 15.8 176 21.3 16.2 149 9.9 9.1 99 

9.8 86 11.8 9.3 148 173 9.5 13.6 124 9.5 14.3 7 
12.9 22.7 12.1 10.7 168 11.3 11.3 11.4 5.9 10.7 146 198 
25.5 77 184 79 716 233 9.6 8.4 104 8.1 125 9.1 
30.1 


4) بالعودة إلى المثال ١(‏ -7). استخدم الفئات 120-9 14.0-15.9» . . . الخ . 
لوضع جدول توزيع تكراري لقياسات مستوى الميموغلوبين في الدم لتسعين عاملا 
يعيشون في مناطق ترتفع ارتفاعا شاهقا عن سطح البحر. 


أرسم مدرج التكرار» ومضلع التكرار» ومضلع التكرار المتجمع الصاعد» 
واحسب النسبة من القياسات التي تقل عن 16.5 . 


٠‏ فيا يلي جدول توزيع تكراري لمستوى ال هيموغلوبين في الدم ل 122 عاملا ممن 


17.0-19 | 16.0-16.9| 15.0-15.9 | 14.0-14.9 | 13.0-13.9 | 12.0-12.9 3 حدود الفئات 
1 3 19 43 29 21 





أ-ارسم مارج التكرار النسبي : 


)١‏ فيا يلي جدول توزيع تكراري للعمر عند الوفاة مقاسا إلى أقرب سنة ل 302 من 
المرضى الذين توفوا وهم مصابون بالحمى القرمزية : 


43 50 |60 36 | 24 | 22| 21 





ارسم مدرج التكرار ومضلع التكرار. ما العمر الذي تقل عنه نسبة 90% من 
حالات الوفاة؟ 


۲ فيا يلي جدول توزيع تكراري لحالات الوفاة بسرطان الدم عند الأطفال مصنفة وفقا 
للعمر مقاسا إلى أقرب سنة . (الولايات المتحدة عام ١91١م).‏ 


(4.5-9.5] وەه وویم (1.5-2.5] |(0.5-1.5] 
HEHE‏ [ه |»| مع 





ا 


434 





۳ فيا يلي قياسات معدل الكولستيرول في الدم لخمسمائة رجل في الأربعينات من 
عمرهم (49 - 40) مقاسة بالميلليغرام لكل 100 ميلليلتر: 


289 385 306 278 251 287 241 224 198 57 
275 301 249 288 337 263 260 228 190 2 
368 291 249 300 268 283 319 284 205 4 
257 256 294 253 221 241 372 339 292 4 
327 195 305 253 251 229 250 348 280 8 


282 311 193 242 304 270 277 312 264 02 
268 251 333 300 250 234 264 291 271 24 
322 381 276 205 251 270 254 299 273 52 
280 411 195 256 387 241 245 325 289 6 
232 293 285 250 260 316 352 309 229 61 


272 196 317 188 215 265 266 217 223 4 
169 278 188 252 264 314 246 335 377 05 
249 318 270 261 324 289 215 228 315 3 
262 250 361 304 248 202 284 291 305 61 
292 259 369 289 320 287 230 259 321 8 


208 386 298 325 262 326 265 281 262 4 
277 248 314 279 279 223 202 188 276 261 


u: 


285 
304 
247 


219 
259 
201 
30 
258 


388 
37 
311 
207 
311 


299 
35 
290 
360 
226 


274 
264 
312 


338 
346 


351 
258 
195 


255 
318 
289 


29%6 
224 
36 
222 
233 


26 
30 
247 
189 
243 


33 
34 
354 
224 
287 


246 
341 
281 


30 
280 


30 
217 


299 
25 
26 


214 
312 
214 
247 
307 


225 
262 
259 
249 
252 


309 
293 
20 
218 
227 


218 
202 
312 


290 
33 


217 
280 
319 


الإحصاء والاحتهال 


420 
226 
176 


324 
343 
272 
287 
309 


349 
297 
39 
283 
360 


247 
268 
299 
300 
27 


178 
24 
213 


269 
201 


215 
205 
340 


24 
319 
262 


260 
30 
167 
248 
272 


248 
321 
268 
224 
316 


305 
260 
285 
262 
20 


279 
249 
262 
36 
33 


269 
296 
308 


301 
308 
25 


20 
294 
23 
34 
23 


281 
256 
283 
242 
213 


248 
187 
214 
199 
282 


34 
37 
245 


216 
27 


269 
295 
210 


285 
300 
27 


241 
308 
209 
260 
25 


263 
190 
25 
328 
311 


174 
183 
284 
243 
36 


279 
245 
346 


39 
214 


296 
246 
220 


245 
260 
242 


210 
250 
264 
175 
311 


211 
186 
164 
257 
27 


39 
299 
34 
210 
203 


319 
251 
280 


36 
306 


296 
33 
225 


272 
283 
38 


349 
260 
26 
288 
269 


293 
23 
227 
253 
271 


226 
215 
283 
20 
221 


281 
29 
243 


279 
284 


289 
36 
219 


38 
271 
291 


39 
256 
305 
289 
307 


263 
332 
309 
246 
312 


288 
174 
282 
222 
253 


262 
27 
281 
261 
253 


20 
260 
23 


التوزيع الوصفي لحملة من القياسات o‏ 


262 219 255 278 359 264 273 238 268 01 
260 253 237 271 251 226 281 252 8 310 


373 217 204 263 246 334 184 222 4 213 
331 354 286 291 223 197 324 367 7 253 
367 330 315 260 231 266 286 216 6 353 
324 315 271 313 306 287 267 274 0 172 
275 262 329 283 300 296 238 325 256 4 


لاحظ أن كل جزء من الأجزاء العشرة في هذا البيان يتضمن خسين قياسا . 


أ اختر نجزءا من الأجزاء العشرة وقم بتصنيفه. ثم ارسم له مدرج تكرار نسبي 
مستخدما الفئات 189 - 160. 219 - 190» ..الخ. 


ب ليقم كل اثنين أو ثلائة من طلاب الفصل بتنفيذ السؤال في جزء محدد من 
الأجزاء العشرة من البيان وبحيث يتم رسم مدرج تكرار نسبي لكل جزء 
منها . 


جب قم بضم نتائج الأجزاء العشرة بعضها إلى بعض وارسم مدرج تكرار نسبي 
للبيان بكامله» ثم انظر نظرة مقارنة بين مدرجات التكرار النسبي للأجزاء 


(1٤‏ فيا يلي معدل الولادة الخام ومعدل الوفاة الخام في انكلترا وويلز بين 1926 إلى 
6. وكذلك الفرق بين المعدلين» ويسمى معدل الزيادة الطبيعية. اكتب 
جدول التوزيع التكراري لكل منهاء وارسم المضلع التكراري . انظر نظرة مقارنة 
بين المضلعات الثلاثة. (يمكنك أخذ تسع فئات طول كل منها1 في معدلات 
الولادة ومعدلات الزيادةء وخس فئات طول كل منها 07 في معدلات الوفاة) . 


۳٦‏ الإحصاء والاحتال 
معدل الزيادة معدل الوفاة معدل الولادة 


17.8 158 148 11.6 12.3 121 6.2 35 27 


16.7 153 149 12.3 120 124 44 33 25 
16.7 14.4 15.1 11.7 123 116 5.0 21 255 
16.3 14.8 146 134 11.8 121 2.9 30 27 
16.3 14.7 14.1 11.4 11.7 144 49 30 03 
139 192 155 13.5 120 125 0.4 72 30 
156 20.5 153 12.3 123 113 3.3 82 40 
16.2 178 155 13.0 11.0 114 3.2 68 41 
17.2 167 152 12.7 11.8 113 5.0 49 39 


15.9 158 150 126 116 117 3.3 42 3 


15.7 17.6 8 11.7 11.9 117 40 57 61 
16.1 18.0 173 11.5 11.9 11.2 4.6 6.1 6.1 
16.4 18.2 169 11.7 122 119 4.7 60 50 
16.5 18.6 16.4 11.6 11.3 119 49 73 45 
17.1 18.1 16.1 11.5 11.5 117 5.6 66 44 
16.0 11.9 11.6 12.0 4.4 -0.1 

14.8 12.0 2.8 

13.7 11.8 1.9 

13.0 11.8 1.2 

12.2 11.7 0.5 


)فيا يلي أوزان 5 طفلا مولودا في جنوب غرب انكلترا (أحياء أو أموات) عام 
٥م‏ مستخدما فئات طوها 1 باوئد» اكتب التوزيع التكراري وتوزيع التكرار 
النسبي . ارسم مدرجا تكراريا ومضلعا تكراريا لتوضيح البيان . 


التوزيع الوصفي لجملة من القياسات ۳Y‏ 












0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 5 


10 4 
14 2 
22 14 16 19 16 14 15 19 47 17 23 15 39 30 26 2 
37 42 46 60 41 67 59 106 78 98 68 135 92 106 51 
101 183 157 337 160 205 172 504 215 299 222 496 256 315 8 
225 390 286 697 311 417 291 817 289 369 279 626 246 330 6 
195 292 220 508 200 230 166 485 147 198 110 288 122 146 8 
83 118 72 142 53 69 45 145 35 42 22 91 18 25 10 
12 6 23 11 18 8 
3 1 


0 0 
3 0 
6 2 
9 6 
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1 ) تم تنفيذ برنامج استنصال للملاريا في إحدى القرى . وفيا يلي جدول توزيع 
يعطي النسبة المئوية لقياس ال هيموغلوبين في عينة من سكان هذه القرية قبل تنفيذ 
برنامج الاستئصال . ويي البيان الإحصائي قياسات الهيموغلوبين في عينة أخذت 
بعد تنفيذ برنامج الاستئصال . اكتب توزيعا مماثلا للبيان الإحصائي الخاص بعينة 
ما بعد تنفيذ البرنامج . استعن بالرسوم التي تجدها مناسبة . 














۳۸ الإحصاء والاحتمال 
البيان الإحصائي لعينة ما بعد تنفيذ البرنامج 


43 6 63 75 95 75 80 48 62 71 76 90 51 61 54 
103 93 82 74 65 63 53 64 67 80 77 60° 6© 73 6 
91 55 65 69 84 78 50 6 72 89 75 57 66 79 85 
70 59 71 87 6 72 52 35 67 99 81 97 574 61 72 


١‏ ) استدعت الدراسات التفصيلية لأحد الأمراض في إحدى القرى إجراء حصر 
العمر في هذه القرية: 





أ-ارسم مدرج التكرار النسبي هذا التوزيع . 
ب اكتب جدول التكرار النسبي المتجمع الصاعد . وارسم مضلعه. 
ج_من الرسم البياني حدد العمر الذي يقسم المجتمع بنسبة 50 - 50. أي ما العمر 
الذي يمكن القول أن 50% من المجتمع أعمر منه؟ 
م ) فيا يلى عدد الأطباء العاملين وعدد الأسرة في كل من واحد وعشرين من 
المستشفيات في منطقة الرياض : 





# مأخوذ عن التقرير الصحي السنوي الصادر عن وزارة الصحة لعام 7٠14١ه.‏ صفحة ۷٤‏ . 





التوزيع الوصفي لحملة من القياسات ۳۹ 


FE 


أ- اكتب جدول توزيع تكراري لعدد الأطباء متخذا الفئات .. . . ,41 - 27 ,26 - 12 


وجدول توزيع تكراري لعدد الأسرة متخذا الفئات و . ,114 - 65 ,64 - 15 : 


ب-أرسم مدرع التكرار لكل منه| 8 











1١)‏ -5) استخدام بعض الرموز الإحصائية 


إن استخدام الرموز للتعبير عن بيان إحصائي » ومعرفة القواعد التي تخضع ها 

هذه الرموز» يساعد على التعبير باختصار عن خصائص مهمة للبيان الإحصائي » 
واستنباط خطوات العمل الحسابي للوصول إلى القيم العددية هذه الخصائص . والرمز 
الأكثر استخداما في الإحصاء هو رمز المجموع = [انظر البند )١(‏ من الملحق]. 
والقياسات في بيان إحصائي هي » بصورة عامة» قيم عددية لمتغير نعبر عنه بحرف × أو 
نر أو ج أو أي حرف آخرء وهو يقيس الصفة أو الخاصية التي يدور حوها البيان 
الإحصائي » كأن نقيس» مثلاء وزنا أو طولاء أو نسجل عمرا أو معدلاء أو عدد مرات 
وقوع شيء معين خلال فترة معينة إلخ» ويمكننا التعبير رمزيا عن بيان إحصائي لم 
نحصل عليه بعد» وإنا نخطط للحصول عليه » بحروف,,* .... . 3 , × حيث ۸ عدد 
القياسات التي نريد الحصول عليهاء و × × هو رمز لأول قياس سنحصل عليه» و رد 
رمز للقياس الثاني » وهكذا ...۰ الا هو رمز لآخر قياس سنسجله . ولو حصل 


0 الاحصاء والاحتمال 


أن كان العدد الأول الذي نسجله (عند تنفيذ التجربة أو جمع البيان الإحصائي) 181» 
مثلاء فعندئذ نقول إن 181 = ×» وهكذا. . . » ومن الطبيعي أن يتكرر حصولنا على 
القمية نفسها أكثر من مرة . فلو فرضناء مثلاء أن 181 = بد = بد = بدء لقلنا إن القيمة 
1 مكررة ثلاث مرات . وتجنبا للالتباس يمكن أن نستخدم حرفا آخرر مثلا» 
للدلالة على القيم المختلفة التي ورد ذكرها في البيان» ونكتب في هذه الحالة 181 = ينزء 
ونقول إن ر مكررة ثلاث مرات . 


وكا نعلم فإن التوزيع التكراري هو أي ترتيب للبيان الإحصائي يظهر توزع . 
قياساته على فترات معرفة بصورة اختيارية تسمى «فئات» . وإذا كان كل عدد من 
الأعداد المختلفة في بيان إحصائي يمثل فئة بحد ذاته» فسنقول إننا في حالة «بيان 
مرتب» وفيا عدا ذلك سنقول للتمييز إننا في حالة «بيان مصنف» أو «بيان مبوب» . 
وإذا قمنا بترتيب جملة من القياسات فستأخذ بعد الترتيب الشكل التالي : 


جدول )١17-١١(‏ بیان مرتب 


أي أن هناك ” قيمة مختلفة فقط في البيان الإحصائي الذي يتضمن”* قيمة ( <”). 
ومن الواضح أنه يمكن التعبير عن مجموع قيم البيان الإحصائي بشكلين متكافئين : 







والطرف الأيمن تعبير عن عمليات جمع مكرر للعدد نفسه . فإذا كان القياس 181 مكررا 
ثلاث مرات » فسيكون من الأيس عند حساب مجموع القياسات. كتابة 181 × 3 بدلا 
من 181 + 181 +181 . وبصورة عامة» إذا كان أحد القياسات في الطرف الأيسر مكررا / 


التوزيع الوصفي لجملة من القياسات ٤١‏ 


مرة» فقد رمزنا هذا القياس المكرر ب رر وبدلا من جمع رر عددا من المرات يساوي بر 
كتبنا في الطرف الأيمن 00 


أما البيان المصنف فسيأخذ» لأغراض حسابية» الشكل التالي : 


جدول .)١5-1١(‏ بيان مصنف 


Yi‏ (مركز الفئة») 


:/ (التكرار) 





وهذا يشير إلى أننا صنفنا (أو بوبنا) قيم البيان الإحصائي في ” فئة» واعتبرنا مركز كل 
فئة مثلا لجميع القياسات التي تنتمي إلى هذه الفئة» وبذلك استعضنا عن ال رر قياسا 
في الفئة الأولى بمركز الفئة رر واعتبرناه مكررا ررمرة واستعضنا عن الي/قياسا في الفئة 
الثانية بمركز هذه الفئة رر واعتبرناه مكررا ر٤‏ مرة . . . وهكذا. وعلى سبيل المثال» لو 
عدنا إلى الجدول ١(‏ -5), وهو جدول التوزيع التكراري لقياسات حاصل الذكاء 
لخمسين مستجداء وأخذنا القياسات الفعلية السبعة ضمن الفئة الرابعة 101 - 97 
لوجدنا أنها : 


97,99, 101, 101, 100, 97, 1 


ومجموعها الفعلى هو 696. ولكن الجدول )5-١(‏ تلخيص للبيان الإحصائى يغنينا عن 
العودة إلى مفرداته» حتى في الحسابات العددية . وإذا أردنا حساب مجموع القياسات 
ضمن هذه الفئة فإننا نتخذ مركز الفئة» وهو هنا 99» مثلا لجميع القياسات السبعة» 
أي نفترض القياسات السبعة في هذه الفئة كأنها : 


99, 99, 99, 99, 99, 99, 9 


٤۲‏ الإحصاء والاحتمال 


ونعتبر مجموع الفئة مساويا ل 693 = 99 ×7. ونلاحظ أننا ارتكبنا خطأ بالنقصان قدره 
3» وهو الثمن الذي ندفعه في مقابل كفاءة العرض وسهولة وسرعة الحسابات . ومن 
حسن الحظ أن الأخطاء في الفئات المختلفة لا تكون» عادة» في اتجاه واحد» فلا تكون 
جميعا أخطاء بالنقصان أو أخطاء بالزيادة» بل تكون في بعض الفئات أخطاء 
بالنقصان» وني بعضها الآخر أخطاء بالزيادة» وبذلك يعدل بعضها بعضاء ويكون 
الخطأ الإحمالي تافها بالمقارنة مع الوفر الكبير الذي حققناه هني عملية تصنيف أو تلخيص 
البيان في هيئة توزيع E‏ ناهيك عن وضوح العرض وكفاءته سواء في جدول 
التوزيع التكراري نفسه» أم فيا ينبثق عنه من جداول ورسوم بيانية . 
ينبغى أن يكون هذا كافيا لإيضاح نقطة › وهي أن جدولا كالجدول “11-١ ١(‏ 
او اي I‏ 
بالضبط › كا لو كنا استخدمنا في الحسابات مفردات البيان نفسه. وإنا يعطي تلك 


ال بعر حي ES EE‏ 
000 > لجموع قياسات البيان الإحصائي الأصلي (قبل التصنيف)» فسيكون 
الجموع JY;‏ 2 »كا نأخذه من الحدول» قيمة تقريبية للقيمة 
1 در 
تمرين 
عن استخدام التوزيع التكراري في الجدول .)5-١(‏ 
)۷-١(‏ مقاييس النزعة المركزية 


لا شك في أن الطرق البيانية مفيدة للغاية عند تقديم المعلومات الإحصائية» 
وأنها تنقل وصفا عاما وسريعا لتلك المعلومات › ممايتفق مع المثل القائل بأن صورة 


التوزيع الوصفي لحملة من القياسات £۳ 


واحدة تساوي ألف كلمة. إلا أن هناك حدوداء على أي حال» لاستخدام الطرق 
البيانية في جال وصف وتحليل ا معلومات . وعلى سبيل المشال» لنفرض أننا نرغب في 
مناقشة البيان الإحصائي أمام مجموعة من الناس» وأنه ليس لدينا طريقة أخرى غير 
الطريقة الشفهية » ما يجعل عرض المضلع التكراري غير مكن» ويضطرنا لاستخدام 
مقاييس وصفية أخرى يمكنها أن تنقل إلى المستمعين صورة ذهنية عن المضلع 
التكراري . والأمر الثاني الذي يضع حدا لاستخدام الطرق البيانية هو صعوبة الاستفادة 
منها في مجال الاستقراء الإحصائي . وربما اقتصرت فوائدها الاستقرائية على أن يقدم 
المضلع التكراري لعينة من القياسات نقوم بتلخيصهاء تصورا عن شكل المضلع 
التكراري للمجتمع من القياسات الذي جاءت منه العينة . 


وإذا كنا أمام جملة من القياسات فإن أول ما تجدر معرفته هو القيمة التي تتمركز 
عندها القياسات . ومن الملاحظ ٠‏ مثلاء أنه في كثير من الظواهر السلوكية والاجتاعية 
تنزع معظم القياسات إلى التمركز حول قيمة وسطية» فأولئك الذين يتصفون بحدة 
شديدة في المزاج هم قلة وي المقابل نجد ذوي المزاج المفرط في برودته قلة أيضا وذلك 
قياسا على الجمهرة من الناس التي تقع بين بين . وأولئك الذين يتصفون بالنحافة 
الشديدة يقابلهم أولئك المتصفون بسمانة مفرطة هم قليلون بالقياس إلى عامة الناس 
التي تحتل مواقعها بين بين . والملاحظة نفسها نجدها سائدة في محال توزيع الأطوال بين 
عمالقة وأقزام . فمعظم الناس في مجتمع بشري معين تميل أطواها إلى اتخاذ موقع وسط ء 
وقس على ذلك . ولو طبقنا اختبارا لقياس حاصل الذكاء على طلاب الجامعة بأسرهم 
لوجدنا أن المتفوقين الموهوبين قلة والمبتلين بالبلادة قلة» وينزع حاصل الذكاء عند 
معظم الطلبة إلى التمركز حول الوسط . 


وفي حياتنا اليومية» كثيرا ما نستخدم كلمة «في المتوسط» فنتتحدث عن الرجل 
«متوس ط الدخل»» والشاب «متوسط الثقافة». وقد يقول أحدنا: «نادرا ما أصل 
متأخرا إلى مقر عملي ونادرا ما أصل إليه مبكراء وفي المتوسط يتفق موعد وصولي تقريبا 
مع بداية الدوام الرسمي» . كما نقول : «إن استهلاكي اليومي من القهوة (أو الشاي) هو 
في المتوسط كذا» إلخ . وهذه الاستخدامات الشائعة لكلمة متوسط تعبر عن شعور 


4 الإحصاء والاحتمال 


داخلي معين يحسه ويفهمه كل منا ولا يستطيع ترجمته بدقة . ومقايبس النزعة المركزية هي 
حاولة لتر حمة هذا الشعور بطريقة دقيقة ومحددة تماما . 


وفي لغة الإحصاء يعبر مقياس النزعة المركزية عن القيمة (أو الموضع أو النقطة) 
التي يتمركز عندها التوزيع التكراري لجملة من القياسات . وعادة ما تحتشد بقية 
القياسات أكثر ما تحتشد حول ذلك الموضع . وإذ نهتم عادة بمقياس نزعة مركزية 
لمجتمع من القياسات نلجأ في الغالب إلى عيّنة من المجتمع ونحسب قيمة ذلك المقياس 
من أجل قياسات العينة ثم نعتبر هذه القيمة التي حصلنا عليها تقديرا أو تخمينا لقيمة 
المقياس التي نجهلها والخاصة بالمجتمع الذي جاءت منه العينة . وسنستعرض هنا 
ثلاثة أشكال لقياس النزعة المركزية لجملة من القياسات هي المتوسط والوسيط والمنوال . 


)١-۷-١(‏ المتوسط (الوسط الحسابي) 
والمقياس الأكثر فائدة والأكثر استخداما للنزعة المركزية لجملة من القياسات هو 
معدلا الحسابي . ويشار إليه غالبا بالوسط الحسابي أو المتوسط . 


تعريف المتوسط 
متوسط :: من القياسات يرد , ... ,يد , »د هو مجموع هذه القياسات مقسوما على 
عددها. وبصورة رمزية نكتب : 


Xx 


دح 


0 


22 - 





22 


وإذا لم يكن هناك خشية التباس يمكن كتابة هذه العلاقة على الشكل : 


0 


XxX 


a Ix 


1 ج 
n‏ 2 


حيث ×2 يعني مجموع القيم التى يأخذها المتغير × كافة وعددها» . 


التوزيع الوصفي لحملة من القياسات 0{ 


مثال(١-0)‏ 
احسب متوسط القيم 3 ,6 ,12,4 ,1 


الحل 
+14+6 +12 +1 
لا ا ES‏ 


5 
ونلاحظ من التعريف مباشرة أن : 


وني حالة بيان مرب نعبر عن مجموع القياسات على الشكل : (انظر الجدول .)11-١‏ 
SEE 1 7‏ ركز ند نو كر 
ل ا ل 
2 
3 
أما في البيانات المصنفة (أو اا فنفترض أن جميع القياسات التي تنتمي إلى فئة 


مساوية مركز هذه الفئة . والخطوات الحسابية ليست إلا تطبيقا للعلاقة الأخيرة من أجل 


بيان مرتب حيث إلا الآن هي مرکز الفئة و زرالتکرار الموافق هذه الفئة. . وللتوضيح 
تأخذ المثال التالي : 


e 


مثال(١1-")‏ 
احسب متوسط حاصل الذكاء في المشال ١(‏ - ۳) مستخدما جدول التوزيع 
التكراري (3-1). 


٤٦‏ الإحصاء والاحتال 


لحساب المتوسط ننظم الجدول التالي : 


جدول(١١-16١).‏ حساب متوسط البيان المصنف في الجدول )5-1١(‏ 





5365 2 
2-0 ۔ للكت = 7 
fi‏ 
1[ = 


لاحظ أنك عندما تحسب المتوسط من البيان الإحصائي الأصلى في الجدول )٤-١(‏ 
ستجد : 50 


3 
5364 _1جة 
50 50 


والفرق بين النتيجتين لا يذكر في مقابل الوفر في ا جهود الحسابية اللازمة . 
)1 ۲-۷) خواص المتوسط 
1١‏ مجموع انحرافات جملة من القياسات عن متوسطها يساوي الصفر. 


X= = 107. 28 


ولبيان ذلك لنرمز ب :كه للونحراف * -, × أي انحراف القياس ;× عن المتوسط 
. ولنحسب مجموع الإنحرافات :24 فنجد : 


: 4, > DTD në =0 


i=1 =1 


د 


وهذه الخاصة توضح الدور ال مركزي الذي يلعبه المتوسط 


¥ 

١‏ - يكون مجموع مربعات انحرافات القياسات عن قيمة» أصغر ما يمكن 
عندما يكون چ دې 
لنأخذ مجموع مربعات انحرافات القياسات عن قيمة ماه » أى *(4 -, *) ر 
ٍ 
فيمكن كتابة : 

2(7 4َ = 2 (FEE R7 2 
:- 1 1-2 1 
= SE 0) +) - و‎ 
i=] 


- 3) (+ > 2 (*,- +) - a) + 2 - و‎ 


= 1 


أ - مم + ره (x,‏ > (@ - *)2 + أت )2 - 


=1 


د -, )بم < @ - #)” + ,)م 5 


#البرهان للقراءة فقط . 


4۸ الإحصاء والاحتهال 


ذلك لأن ”(م - # )م كمية غير سالبة . أي أن مجموع مربعات الانحرافات عن قيمة 
ما(ه) هو دائ| أكبر من مجموع مربعات الانحرافات عن المتوسط ج أو يساويه. 


)17-1١( مثال‎ 


0 -6) احسب مجموع الانحرافات عن المتوسط و 0 ا 


و 3 7-, 0 ثم تحقق من الخاصتين ١‏ و۲ . 


الحل 
ننظم جدولا كما يلي : 


EA 


ونلاحظ أن مجموع العمود الثاني صفر با يتفق مع الخاصية ١‏ وأن كلا من مجموعي 
العمودين الخامس والسابع أكبر من مجموع العمود الثالث ب يتفق مع الخاصية ۲ . 











لنأخحذ العلاقة : 


التوزيع الوصفي لجملة من القياسات 1 


111 
/ ول 17 1 3 
بي لو لو + ...جولو لي + ربو ليك د بر عر ر ل بو 


1 
5 
¢ 


حيث 0 © . ويسمى 0 الوزن الموافق للقياس ال 1 ومجموع هذه الأوزان يساوي 
الواحد تماما لأن : 


ومن الواضح أن كل قياس قد أعطي وزنا يتناسب مع تكرار ظهوره في البيان 
الإحصائي . ويسمى مثل هذا المتوسط «المتوسط المرجح». ومنه التعريف التالي : 
تعريف ال متوسط المرجح 


لتكن × ,... رتت ,د جملة من القياسات . ولتكن ,ره , ... ,يده ,ره أعدادا موجبة 


n 


XxX = ®; ×; 
1 


المتوسط ا مرجح هذه الحملة من القياسات . ويسمى O;‏ الوزن الموافق للقياس ;=× . 
مثال (۱ ۸) 


لنفرض أن درجات طالب في الشهادة الثانوية (الفرع العلمي) منسوبة إلى 100 
كانت كا يلي : التربية الإسلامية 87ء واللغة العربية 94ء واللغة الإنكليزية 97ء 


0۰ الإحصاء والاحتهال 


والرياضيات 4 والفيزياء 92» والكيمياء 97ء والأحياء 98. وأن لكل من التربية 
الإسلامية والرياضيات ثلاثة أمثال» أما اللغة العربية فلها مثلان» ولكل من المواد 


الحل 


3X 87 + 2X 94 + 1x 97 + 3x 94 + 192+ 1X 97 + 1x 98 
ات‎ E TR ع‎ 


E 3+2+1+3+1+1 +1‏ 
x98‏ ل +97 X2+ 3 x‏ 3 ل + 94 × +97 × 5 +94 x‏ + 87× کے 
92 .92 = 
E 3 1 1 5‏ 3-2 
اتير , ... الترتيب» جر , ج , ج :35 
والاوزاني,ه ,... ,وله ,به هي» > علي الترتيب ° 77 12 T°’ TTT‏ 


ومجموعها الواحد. 
وتجدر ملاحظة أن تعريف المتوسط هو حالة خاصة من تعريف المتوسط 
المرجح› حيث الأوزان متساوية» وکل منها يساوي لل 2 ومن الواضح عندئذ أن : 


1 1 5 01 1 
2 3 2 ره رو ددع 


= 


س 
va.‏ 
1 
فم 


٤‏ -ليكن ,د متوسطا لمجموعة من ,7 قياساء و ر# متوسطالمجموعة من ر” 
قياساء . . . » و ب,ة متوسطا لمجموعة من ,” قياسا. ولنحسب المتوسط العام هذه 
القياسات بعد دمجها في مجموعة واحدة . وهذه الغاية نطبق تعريف المتوسط فنقول إن 
المتوسط العام هو مجموع كل القياسات مقسوما على عددها . وإذا لاحظنا أن مجموع 
المجموعة الأولى هو ,7 ” ومجموع المجموعة الثانية هو , ر" »...2 ومجموع 
المجموعة الأخيرة هو ,, * بم » يكون: 


التوزيع الوصفي لجملة من القياسات اه 





71 
nF.‏ 
m + ny Xa + ... + Fo Fm a‏ 
n + My + ...+ FM om 7‏ 
#2 
i=1‏ 
ري 6 
وهو نوع من المتوسط الم حيث ب = ه . ونلاحظ أن الوزن المعطى لكل 
,”> 


i=1 
متوسط يتناسب مع حجم المجموعة التي يمثلها.‎ 
: وش الحالة الخاصة التي يكون فيها 4ت ,71 > ...> يا > رار نجل‎ 





وهو متوسط المتوسطات . 


واللجوء إلى متوسط المتوسطات عند حساب متوسط عام هو خطأ شائع» ولا 
يصح إلا في حالة واحدة. هي عندما يكون كل منها متوسطا للعدد نفسه من 
القياسات . 


مثال(١94-1)‏ 
خلال شهر رجب فكان کا يلي : 





o‏ الإحصاء والاحتال 


إذا علمت أن أعداد الطلاب في الشعب الشلاث كان 36 في الأولى» و26 في 
الثانية » و34 في الثالئة» فاحسب متوسط عدد أيام الغياب في مقرر الإحصاء بشعبه 
الغلاث؟ 


امل 
مجموع عدد أيام الغياب في الشعبة الأولى = 30 × 4 = 120 يوماء 
جموع عدد أيام الغياب في الشعبة الثانية = 26 × 5 = 130 يوما » 
جموع عدد أيام الغياب في الشعبة الثالثة = 34 × 3 = 102 من الأيام . 


2 +130 + 120 352 
المتوسط العام لكافة الشعب = 2613A‏ +30 7 90“ سد =3.91 يوما. 


ونلاحظ أن متوسط المتوسطات نچ 4 أيام وهو جواب غير صحيح . 


١(‏ -۳-۷) أثر الانسحاب وتغيير سلم القياس في المتوسط 

١‏ - لتكن × . .. و ,ب حملة من القياسات» متوسطها # . إذا أضفنا لكل 
قياس فيها عددا ثابتا ع فإن المتوسط يصبح ع ۽ ج . ولبيان ذلك ترمز ل © + بحب بر 
> فيكون متوسط القياسات رر حسب التعريف : 


27: D(*,+%) Dx, Dc 
2 ديج حك د مح ان مح‎ 
- ع + چ ع + جر‎ 


(كتبن تسهيلا للطباعة < بدلا من 0 ). ومنهج - تر = × . وتسمى مثل هذه 
العملية أي إضافة عدد ثابت » (قد يكون موجبا أو سالبا) إلى كل قياس» عملية 
انسحاب [انظر البند (۸) من الملحق .]١‏ 


التوزيع الوصفي الحملة من القياسات or‏ 


لکن .. د ,د جملة من القياسات متوسطها * . إذاضربناكل 
قياس بعدد ثابت »ء فإن المتوسط يضرب بالعدد نفسه . ولبيان ذلك نرمز للعدد 6ه ,بز 
فيكون متوسط القياسات 7 حسب التعريف ٠‏ 


241 بها 
ER 2‏ بار 
ا 1 


7 7 = ر 





= © 5 








ومنه لك - × . وتسمى عملية ضرب كل قياس بعدد ثابت» عملية تغيير في سلم 
القياس [انظر الفقرة (۸) من الملحق .]١‏ 

٣‏ لتكن ب . .. ,جد ,د جملة من القياسات متوسطها * . إذا خضعت هذه 
القياسات لتحويل وفق العلاقة الخطية : 


yJ; = ax; + 6 


أي خضعت لعملية تغيير في سلم القياس (الضرب بعدد ثابت 4)» ولعملية انسحاب 
(إضافة عدد ثابت 6)» [انظر البند (۸) من الملحق ١]ء‏ فالعلاقة نفسها تربط بين 
المتوسط × والمتوسط الجديد ت أي 











J = ax +b 
: ولبيان ذلك يكفى أن نكتب‎ 
1 
2 7: 2 (4 + ) 
= = 
ا‎ n” 7 
n 14 1 
عه با‎ + 06 a »درج‎ 
_ =1 i=l __ =1 , 2 
27 71 n 2 
= aX + 6 


الفكرة بالمثال التالي : 


عه الإحصاء والاحتهال 


مثال(١1-١٠)‏ 
يبين الجدول التالي عدد العمال والأجر الأسبوعي الذي يتقاضاه العامل في 


00002 


ا ع 1ك | سس 


احسب متوسط الأجر الأسبوعي للعامل في هذا المستشفى . 









الحل 
إرمز للأجر الذي يدفعه المستشفى ب د وقم بالتحويل التالي من :× إلى رر : 
X - 1000 5 1‏ 8 
E AD E‏ 
تحصل على الحدول التالي : 





بس a‏ د جا ها سا دنه نم ثم 





التوزيع الوصفي الحملة من القياسات c0‏ 


ا" 
نوع نل وبق وزاك لست يبو 


2 40 10 

ولحساب المتوسط المطلوب نطبق العلاقة : 
ل 0 
0> = ر 


0 + تر 200 = تر 
2 


0 + 1000 - 0 


تمارین (١-؟7)‏ 


: احسب المتوسط لكل مما يى‎ )١ 
۰ 5,2,0,-3,-1- أ‎ 
0.004, -0.002, 0.003, 0.001 ب‎ 
. ج-100 ,10 ,7 ,3 ,2 ,2 (لالحظ أثر القيمة 100 على المتوسط)‎ 


۲ فيهما يل عدد المراكز الصحية والمستوصفات والمستشفيات التي أقيمت في المملكة 
في كل من الأعوام الثلاثة عشر بين ۱۳۹۱ هو ١۳‏ ٤٠ه:‏ ,4,14,36,47,26,92 
2 ,79 ,67 ,31 ,48 ,127 احسب المتوسط للسنة الواحدة . ش 


۳) متوسط 23 قياسا يساوي 14.7 فا هو مجموع هذه القياسات؟ 


: ابتعنا ستة أنواع من الحاجيات اليومية لمستشفى من كل من ثلاثة محازن‎ )٤ 
: ا» ب» ج. (الحاجة نفسها من كل خزن) وكانت الأسعار كما يل‎ 


# مأخوذ من كتاب منجزات خطط التنمية الصادر عن وزارة التخطيط في المملكة. ص 704 . 






5 الإحصاء والاحتمال 






41.25 3.0 24.0 68.00 34.0 19.25 المخزن ج 


ما المخزن الذي توصى إدارة المستشفى بالتعامل معه؟ 


)٥‏ ثلاث مجموعات من القياسات لها متوسطات 25 = £ 20 = ير ٠‏ 22 = ول 
وهی تتضمن 20 » 5 و30 قياساء على الترتيب . 


ماهو متوسطها بعد ضمها في مجموعة واحدة؟ 


")معدل أجر الساعة وعددالمستخدمين في مستشفى عند كل من حمس مستويات 
للأجور كانا كما يلي : 





ما معدل أجر الساعة للعامل في هذا المستشفى؟ 


۷) ني المثال ١(‏ -7) اطرح من مركز كل فثة بر العدد 2107 أي اكتب عمودا 
جديدا 7 إل = ;2 . احسب المتوسط 2 ثم تحقق أن 107 + 2 = توه 


التوزيع الوصفي لحملة من القياسات oV‏ 


لاحظ أن طرح 107 من مركز كل فئة جعل العمليات الحسابية أسهل» 
ويسمى العدد الذي نطرحه «المتوسط الافتراضي» . اتخذ العدد 97 متوسطا افتراضيا 
وأعد العمليات نفسها مستخدما 7 بدلا من 107. هل تجد أنه كلما كان المتوسط 
الافتراضي أقرب إلى المتوسط الفعلي أصبحت الحسابات أسهل ؟ 


۸)إذا أضفنا 4 لكل من القياسات في التمرين١‏ فا أثر ذلك علن المتوسط؟ أحسب 
المتوسط الجديد 


4)إذا ضربنا كل قياس في التمرين ١(ب)‏ بألف فا أثر ذلك على المتوسط؟ أحسب 
المتوسط الحديد. 


٠)لمعلومات‏ التالية مأخوذة من سجل لغياب العاملين في عدد من المؤسسات 
الصحية خلال شهر شعبان : 





احسب متوسط عدد أيام الغياب للعامل الواحد. 


١ ٠* فيه يلي السجل الدراسي لأحد الطلاب المستجدين في نهاية العام الدراسي‎ ١ 
هھ.‎ 





0۸ الإحصاء والاحتمال 


احسب المعدل التراكمي هذا الطالب . 


٢‏ فيا يلي جدول التوزيع التكراري لأعمار خمسين عاملا في إحدى المستشفيات إلى 


َه َه 
اقرب سنه 1 


| كه بمو مدكة | مود | حدودلفات | 
١ 1 25 4 2‏ 8 





احسب متوسط العمر للعال الخمسين في هذا المستشفى . 
١‏ في كل من التمارين ۳ إلى ١١/‏ من مجموعة التّارين »)١-١(‏ احسب المتوسط . 


15 تناولت أنشطة فحص الدم لطفيل الملاريا لعام 5٠5‏ ١ه‏ ثماني عشرة منطقة في 
أنحاء المملكة وكان عدد العينات الإيجابية في كل منها كا يل : 


- اج “د . 


401, 119, 36, 779, 88, 80, 386, 180, 535, 
64, 531, 565, 576, 64, 248, 246, 43315 51 


ال مد اوس 


٠٥‏ فيا يلي عدد المراكز الصحية وعدد الأطباء في كل من المناطق الأربع عشرة في 
المملكة . 


8 69 119 104 45 214 157 26 101 72 90 55 69 232 إعددالمراكز 


0 81 306 180 95 317 355 44 293 145 193 156 234 613 |عددالأطباء 





« مأخوذة من التقرير الصحي السنوي الصادر عن وزارة الصحة لعام 1407١هء‏ ص۳٠۲‏ . 
»» مأخوذة من التقرير الصحي السنوي الصادر عن وزارة الصحة لعام ١١٤٠ه»‏ ص٤٤‏ . 








التوزيع الوصفي لحملة من القياسات 0۹ 


أ -احسب لكل منطقة متوسط عدد الأطباء في المركز الواحد . 

ب - احسب متوسط عدد المراكز للمنطقة الواحدة . 

ج ‏ احسب متوسط عدد الأطباء للمنطقة الواحدة . 

د احسب متوسط عدد الأطباء للمركز الواحد على مستوى المملكة . 


طيسولا)4-1/-1١(‎ 

نلاحظ من دراستنا للمتوسط أنه إذا كان أحد قياسات البيان الإحصائي كبيرا 
جداء أو صغيرا جداء بالمقارنة مع بقية القياسات». ا ثر المتوسط كثيرا مهذه القيمة 
القاصية» ومال إليهاء تمايفقدالمتوسط الموقع المركزي الذي يفترض أن يشغله. 
وبالإضافة إلى ذلك فقد رأينا في ختام الفقرة ١(‏ - 7)» أن بعض البيانات يمكن أن 
تكون وصفية أو ترتيبية ولا يوجد أي معنى لكلمة متوسط » كا عرفناهاء في مثل هذه 
البيانات . وسنعرّف الآن مقياسا للنزعة المركزية يمكن حسابه في كل من البيانات 
العددية والترتيبية » ومع وجود قيمة قاصية في بيان عددي يمكن أن لايتأثر أبدا. وني 
حال وجود أثر فإنه يكون أثرا طفيفا. ويسمى هذا المقياس الوسيط . 


فوسيط * من القياسات هو القياس الواقع في الوسط عند ترتيب هذه 
القياسات . أي القياس الذي رتبته أ ج إذا كان عدد القياسات ” فردياء ومتوسط 
القياسين اللذين رتبتاهما ‏ و 1 + إذا كان عدد القياسات زوجيا. 





ملاحظة 

في بيان ترتييي يكون الوسيط هو الصفة اللقابلة للقياس الذي رت 1 5 في 
حالة : فردي ١‏ أما إذا كان ” زوجيا وكان للقياسين الذين رتبتاهما د و 7 الصفة 
نفسها فهذه الصفة هي الوسيط › وإذا كانا من صفتين مختلفتين» وا ا 
والذي يليه مقبول» قلنا اصطلاحا إن الوسيط هو بين الجيد والمقبول . 





مثال(١١1-١١)‏ 
ما هو وسيط القياسات 
9,2,7 ,10 ,4 ,8 


٠‏ 5 الإحصاء والاحتال 


الحل 
نرتب هذه القياسات فنجد : 
6 ,10 ,7,8,9 ,4 ,2 
والوسيط هو القياس الذي رتبتهه - 5245 #1 . أي القياس الرابع . ولكن 
القياس الرابع في القياسات المرتبة أعلاه هو 8» وبالتالي تكون قيمة الوسيط المطلوبة 8. 


ونلاحظ أن 8 يتوسط مجموعة القياسات» إذ يقع من القياسات غلى اليمين منه 
بقدر ما يقع منها على اليسار. كا نلاحظ أننا لم نحتج لأي عمليات حسابية» إذ قمنا 
بعملية ترتيب تلتها عملية اختيار. 
مثال )١7-1١(‏ 

في فصل يتضمن 9 ذلاب كانت التقديرات في أحد الاختبارات كا يلي : 


جيد» ضعیف» مقبول» جيد» جيدجداء ممتاز» مقبول» جيد» جيدجدا 
احسب الوسيط . 


الحل 
نرتب التقديرات فنجد : 


. ضعيف » مقبول » مقبول » جيذ » جيد» جيد» جيدجدا» جيدجداء نمتاز 


والتقدير المقابل للقياس الذي رتبته 5 - م » أي للقياس الخامس هو جيد» وهكذا 
يكون الوسيط في هذا البيان «جيد» . 


مثال )١*-1١(‏ 
لدينا القياسات 25 ,22 ,25 ,26 ,37 ,16 ,32 ,26 . ما الوسيط؟ 


الحل 


نرتب هذه الأعداد فنجد : 


التوزيع الوصفي لحملة من القياسات 5 
7 ,26 ,26 ,25 ,25 ,22 ,16 


وبا . عدد القياسات 8 = 7 زوجي » ا متوسط القياسين اللذين 
رتبتاهما 4 و 5=[+4. أي العدد الرابع والعدد الذي يليه وهو الخامس . ولكن 
العدد الرابع هو 25 والعدد الخامس 26› فقيمة الوسيط تساوي : 


25 + 6 


25.5 کو 





ولحساب الوسيط في حالة بيان مصنف» ولنرمز للوسيط ب284 نتبع الخطوات 
التالية بعد كتابة جدول التكرار المتجمع الصاعد: 


١‏ - نحسب رتبة الوسيط ‏ » وذلك سواء أكان عدد القياسات ١‏ زوجيا أم فرديا. 


"- تحدد رتبة الوسيط الفئة التي ينتمي إليها. ونسميها الفئة الوسيطية » كا تحدد بالطبع 
الفئة السابقة للفئة الوسيطية» وسنسميها اختصارا الفئة السابقة 


۳-لنرمز ب ي۴ للتكرار المقابل للفئة الوسيطية في جدول التكرار المتجمع الصاعدء وب 
م۴ للتكرار المقابل للفئة السابقة . وبه لطول الفئةء وب 1 للحد الأعلى الحقيقي 
المقابل للفئة السابقة . فنجد بعملية تناسب طردي بسيط أن : 


زيادة القياس زيادة التكرار 
Fy Fp‏ 
نه 
۴p ?‏ “> 
م كك 
م × = زيادة القياس المطلوبة لبلوغ الوسيط 
Fu Fp‏ 


ويكون الوسيط إذا : 


22 
2 


M= [1+ بن عا ل‎ 
Fw” F> 


وتجدر ملاحظة أن تصنيف بيان إحصائي يتضمن نوعا من الترتيب لعناصره . 
ومع أن هذا الترتيب لا يتناول كل قياس بمفرده» إلا أن هناك نوعا من الترتيب الفئوي› 
إذا صح التعبير. فكل قياس ينتمي إلى فئة هو حت أصغر من أي قياس ينتمي إلى فئة 
لاحقة» وأكبر من أي قياس ينتمي إلى فئة سابقة . 
(مثال )١5-1١‏ 

احسب وسيط البيان الإحصائى المصنف المعطى في الجدول )۴-١(‏ . 


الحل 
نكتب جدول التكرار المتجمع الصاعد فنجد (انظر الجدول ١‏ -0). 





وتسير الخطوات الحسابية كا يل : 


25 -رتبة الوسيط هي 25 - ك = وأول فئة يزيد التكرار المتجمع المقابل لها على‎ ١ 
. تكون الفئة الوسيطية‎ 
: -نطبق قاعدة التناسب الطردي فنكتب‎ ۲ 


التوزيع الوصفي لحملة من القياسات 375 


زيادة القياس زيادة التكرار 
5 33-3 
? 25-3 


ويك - الزيادة المطلوبة لبلوغ الوسيط 
5 =1 + 106.5 = 4 (الوسيط) 


أو نطبق الصيغة التى استخرجناها للوسيط فنجد من الجدول أن : 
Fp 2 23 “EF -3‏ 5 = 106.5 - 111.5 د .L = 106.5 cw‏ 


25 - 23 


M = 106.5 + دصحو‎ 23 < 5= 106. 5 +1= 107.5 


لاحظ أن الحساب من بيان مصنف هو دائ| تقريبى» ولذلك ترانا تجاوزنا الدقة 
التامة في حساب رتبة الوسيط فاتخذناها على الدوام # سواء أكان × زوجيا أم فرديا. 
وذلك توخيا للاقتصاد في الجهود الحسابية . 


وتجدر ملاحظة أننا إذا رسمنا مضلع التكرار المتجمع الصاعد ومضلع التكرار 
المتجمع النازل فإن الإحداثي السيني لنقطة تقاطعه) سيكون الوسيط . 


تمرين 
ارسم على الورقة البيانية نفسها مضلعي التكرار المتجمع الصاعد والنازل للبيان 
الإحصائي المصنف المعطى في الجدول ١(‏ -) واستنتج الوسيط بيانيا . 


(0-7-1)المنوال 
رأينا أن المتوسط لا يمكن حسابه إلا من بيانات عددية وأن الوسيط يمكن 
حسابه من بيانات عددية أو بيانات ترتيبية . وسنعرّف الآن مقياسا للنزعة المركزية يمكن 


5 الإحصاء والاحتهال 


حسابه في جميع أنواع البيانات سواء أكانت عددية أم ترتيبية أم وصفية . وهذا المقياس 
يعرف بالمنوال . فالمنوال هو القياس الأكثر تكرارا في جملة من القياسات . 





مثال(١-6١)‏ 
في تصنيف تناول 2000 من المستجدين في الجامعة حصلنا على البيان الإحصائي 
التالي : 
ماهو المنوال؟ 
ال حل 


المنوال هو «يشرب القهوة ولا يدخن» . فهي الصفة السائدة في هذه الجملة من 
القياسات لأن تكرارها 1483 أعلى من تكرار كل من الصفات الثلاث الأخرى . 
مثال (۱ )١5-‏ 

احسب المنوال في المثال )١7- ١(‏ . 


الحل 


المنوال هو تقدير «جيد» باعتباره القياس الأكثر تكرارا . 


ملاحظات مهمة 
١‏ -المنوال هو الصفة الغالبة في بيان وصفي أو ترتيبي . والصفة الغالبة تعني أنها الصفة 
التي تتحقق في عدد من العناصر التي نصنفها يفوق عدد العناصر المحققة لأية 
صفة أخرى . ولا تعني بالضرورة أنها الصفة التي تتحقق في أغلبية العناصر أي في 
أكثر من 50% منها . وقد لا يكون هناك أي صفة تتحقق في أغلبية العناصر. 





التوزيع الوصفي لحملة من القياسات 1 
"-المنوال هو الصفة أو الصنف الأكثر تكرارا وليس تكرار ذلك الصنف . 


التكرار الأعلى لا يعني التكرار الذي يقع بتواتر أكبر ولكن الصفة ذات التكرار 
الأعلى هي التي تقع بتواتر أكبر. 


٤‏ - قد يوجد في بيان وصفي أو ترتيبي صفتان أو وصفان هما أعلى تكرار (تكراراهما 
متساويان وكل منهما يمثل التكرار الأعلى بالنسبة إلى بقية الصفات أو الأصناف) 
فعندئذ يمثل كل منهم| منوالاء ونقول إن البيان الإحصائي ثنائي المنوال. والبيان 
الذي يتضمن منوالا فريدا يسمى وحيد المنوال. وقد يكون هناك ثلاثة أو أربعة 
منوالات الخ . إلا أنه إذا كان لكل صفة أو صنف التكرار نفسه فنقول عندئذ بعدم 
وجود منوال ولا نقول إن كل صفة أو صنف هي في حد ذاتها منوال . 


وعندما توجد في بيان إحصائي عددي مصنف فئة تتمتع بتكرار أعلى من تكرار 
أي فئة أخرى و يتناقص التكرار» أو يبقى ثابتاء من فئة إلى أخرى من الفئات السابقة 
أو اللاحقة لهاء نقول إن هذه الفئة هي الفئة المنوالية» ونعتبر مركزها منوالا للبيان 
الإحصائي .* كما نقول عن التوزيع التكراري هذا البيان إنه وحيد المنوال أو أحادي 
المنوال . والمنوال بهذا المعنى هو قمة فريدة في مدرج التكرار موافقة لفئة غير الفئة الأولى 
وغير الفئة الاأخيرة . . ومن المستحسن ألا نتحدث عن المنوال باعتباره مقياسا للنزغة 
المركزية إلا في هذه الحالة . . وقد يتضمن المدرج التكراري عدة قمم نسبية . (كل فئة يزيد 
تكرارها على تكرار الفئة السابقة لها مباشرة» وعلى تكرار الفئة اللاحقة ها مباشرة» 
تشكل قمة نسبية) وفي حالة وجود قمتين نقول إن التوزيع التكراري ثنائي المنوال. 
وتكون الفئة الموافقة للقمة الأعلى الفئة المنوالية الرئيسة» ومركزها المنوال الرئيس . وتسمى 
الفئة الأخرى الفئة المنوالية الثانوية» ومركزها هو المنوال الثانوي . ولا يلعب المنوال» 
بصورة عامة» دورا كبيرا في علم الإحصاء . وتم با منوال عادة أصحاب الأعمال 


# توجد في بعض الكتب طرق حسابية وصفية لحساب المنوال في مثل هذه الحالة . ولكن حساسيته 
للتغير في عدد الفئات أو حدودها لا يترك مسوغا قويا لتلك الطرق . 


٦٦‏ الإحصاء والاحتهال 


التجارية» والتسويق والدعاية » والقيمة الأكثر تكرارا ها مغزى خاص بالنسبة إليهم 
فالنوع الأكثر رواجا في صناعة معينة يجذب اهتمام أصحاب هذه الصناعة زيادة في 
إنتاجه ومزيدا من الدعاية له. كما يبتم به أحيانا الباحثون في العلوم السلوكية باعتباره 
قابلا للحساب في جميع أنواع a‏ 1 


مثال (17-1) 
احسب منوال البيان الإحصائي المصنف في الجدول ١(‏ -1) . 


الحل 

نلاحظ أن أكر تكرار» وهو 10» يقابل الففة [107-111]. وأن التكرار يتناقص 
عندما نبتعد عن هذه الفئة في كلا الاتجاهين . فهذه الفئة هي إذا الفئة المنوالية» ومركزها 
9 هو المنوال . 


)5-7-1١(‏ مقارنة بين المتوسط والوسيط والمنوال 

في كل من هذه المقايبس الثلاثة محاولة للتعبير عن ا موضع الذي يتمركز عنده 
التوزيع التكراري» ولذلك سميت مقاييس النزعة المركزية. ويتضح من تعريف 
المتوسط أن قيمة كل قياس من قياسات بيان إحصائي تسهم في تشكيل قيمة متوسط 
هذا البيان. ولذلك فقد يتأثر تأثرا بالغا بالقيم المتطرفة . أما الوسيط فيتحدد من خلال 
الا ا التكابهات بعضها من حسمن أي أنه يتحدد من خلال رتب هذه 
القياسات . ولنأخذ» على سبيل المثال» القياسات 5 ,4 ,3 ,2 ,1 فمتوسطها ووسيطها 3» 
وإذا أضفنا إليها قياسا سادسا كبيرا جدا بالمقارنة مع بقية القياسات › وليكن » مثلاء 
9 نجد أن المتوسط أصبح 14 - ليك » بينم أصبح الوسيط 3.5. فالوسيط زاد بمقدار 
نصف في حين زاد المتوسط بمقدار 11» والجدير بالذكر أن إضافة القياس السادس لن 
تزيد الوسيط إلا بمقدار نصف. مهما كانت قيمته» ولكن زيادة المتوسط ستصبح أكبر 
فأكبر كلما زادت قيمة القياس السادس الذي أضفناه . أما المنوال فلا يتحدد من خلال 
قيم القياسات؛ ولا من خلال رتبهاء ولكنه يتحدد من خلال تكرار ظهورها في البيان 
الإحصائي . 


التوزيع الوصفي لحملة من القياسات 1۷ 


لنرسم مدرج التكرار بعناية على ورق مقوى متجانس » ولنرسم خطا رأسيا من 
النقطة التي تمثل المتوسط› ثم لنقص الورقة بدقة على طول محيط المدرج التكراري . ولو 
أسندنا القطعة الناتجة» وعلى طول الخط الرأمي المرسوم من المتوسط » إلى حرف مستقيم 
وحاد كحرف سكين لتوازنت . وهذا يعني أن المتوسط هو مركز ثقل التوزيع . ولو رسمنا 
من القيمة المقابلة للوسيط خطا رأسيا لقسم المساحة الواقعة تحت المدرج التكراري إلى 

وإذا كان المدرج التكراري متناظراء (متاثلا) تطابقت المقاييس الثلاثة» المتوسط 
والوسيط والمنوال. ويهذا المعنى يكون اختلافها البيّن كاشفا عن عدم تناظر أو التواء 
حاد في مدرج التكرار أو في مضلع التكرار. وعلى الوجه الآخرء يشير اقترامها من بعضها 
إلى درجة عالية من التناظر في التوزيع التكراري . 


والسؤال الوجيه هنا أي المقاييس الشلاثة نختاره للتعبير عن الموضع الذي يتمركز 
عنده التوزيع التكراري في حال اختلافها عن بعضها؟ والجواب يتوقف على نوع البيان 
الإحصائي وعلى شكل التوزيع وعلى الاستخدام الذي نبغيه للمقياس . ففي حالة بيان 
وصفي ليس لدينا إلا المنوال ىا ذكرنا سابقا. وفي بيانات ترتيبية يمكن أن نختار بين 
المنوال والوسيط أما في البيانات العددية فيمكن اختيار أي من المقاييس الثلاثة. وإذا 
كان التوزيع التكراري متناظرا ووحيد المنوال [انظر الشكل (١-١1)أ])‏ فلا توجد 
مشكلة لأن المقاييس الثلاثة متطابقة . أما إذا كان التوزيع متناظرا وثنائي المنوال ىا في 
الشكل (١١1-١١)بء‏ فمن الأفضل أن نقدّم عند وصف البيان الإحصائى كلا من 
النوالين» فقد يحجب تقديم القيمة المشتركة للمتوسط والوسيط نواح مهمة من البيان 
الإحصائي . فلنفرض مثلا أننا سألنا 6 من ذوي الدخل المحدود عن الحجم الأمثل 
الذي يتمناه لأسرته (عدد الأطفال مضافا إليهم الوالدان)» وقد حصلنا على الجدول 
التالى : 


الحجم الأمثل للأسرة 





(ب) متناظر وثنائي المنوال (أ) متناظر ووحيد المنوال 





التكرار 
التكرار 





(د) ملتو إلى اليسار (ج) متناظر بغير منوال 


التكرار 





القياس 


متوسط 
وسيط 


القياس 1 0 0 


0 


(ه) ملتو إلى اليمين 


التكرار 





1T القياس‎ 
4j 


شكل )١١-١(‏ أنواع من التوزيعات 


ونجد هنا أن المتوسط 5.58 = ٠#‏ وأن الوسيط 6 = 44. وهما تقريبا متساويان وإذا قلنا 
إن الحجم الأمثل هو في المنوسط» فإننا نحجب بذلك وجود تيارين بارزين بين 
المستجييين الستة والعشرين الذين سألناهم» يمثلها المنوالان فقيمة أحد المنوالين 3 
وقيمة المنوال الآخر 8. والتياران الرئيسان ينقسان بين من يريد طفلا واحدا وبين من 


التوزيع الوصفي لحملة من القياسات 5 


يريد عددا من الأطفال يبلغ ستة . وهاتان الناحيتان لا تفصح عنها القيمة 6 (أي 
أربعة أطفال). . ولا توجد مشكلة في حالة بيان متناظر ليس له منوال كا في الشكل 
(1-١١)ج».‏ فالمنوال غير موجود والمتوسط والوسيط متطابقان. 


وفي حالة توزيعات ملتوية نجد أن القياسات في البيان الإحصائى يحتشد بعضها 
إلى جانب بعض في جانب من المتوسط وتنتشر بعيدا على شكل ذيل في الجانب الآخر 
منه. ويكون اتجاه الذيل هو اتجاه الالتواءء فإذا كان الذيل على اليسار قلنا إن التوزيع 
ملتو إلى اليسار كا في الشكل ١(‏ -١١)د.‏ و كاك الاي عن البمرن فلا نالا وريج 
ملتو إلى اليمين ىا في الشكل ١(‏ -١١)ه.‏ وفي التوزيعات الملتوية ر يقع الوسيط دائا 
بين المنوال والمتوسط . وبا أن المنوال بالطبع عند القمة فالمتوسط يأخذ موقعه في الجانب 
الآخر أقرب إلى الذيل . وهذا يرشح الوسيط مقياسا أكثر استقرارا وأفضل تعبيرا عن 
الموقع الذي يتمركز عنده التوزيع . فالمتوسط كما رأينا شديد الحساسية للقيم المتطرفة» 
ولذلك نراه مائلا إلى اتجاه الذيل . أما المنوال فهو دائم! في جانب القمة وشديد 
الحساسية. في البيانات المصنفة» للتغيير في عدد الفئات أو حدودها ما يجعله أيضا 
خارج الإعتبار. وهكذا نفضل الوسيط في البيانات التي تتصف بالتواء واضح 
ولتوضيح هذه الميزة للوسيط لنفرض أن مؤسسة تدفع رواتب سنوية ت ونی 
ومستخدميها بالريال کا يلي : 


180000, 72000, 30000, 18000, 3000, 3000, 3000, 0 


فنجد في هذا البيان أن المتوسط = 39000 ريال» وأن الوسيط = 10500 ريال» وأن المنوال 
= 3000 ريال . ومن الواضح أن الارقام الثلاثة بتعبيرها عن متوسط الرواتب السنوية في 
هذه المؤسسة تقدم انطباعات مختلفة تماما. وأن كلا من المنوال والمتوسط لا يعران 
بموضوعية عا يجري في المؤسسة . ولو أن مراقبا من وزارة الشؤون الاجتماعية والعمل أراد 
أن يظهر المؤسسة بمظهر الذي يدفع رواتب متدنية جدا في المنوسط لاختار المنوال 
مقياسا للنزعة المركزية . وفي المقابل فإن مدير المؤسسة سيختار المتوسط وهو 39000 ريال 
لغيث أن رواتب الشركة مرتفعة . أما الباحث الاجتماعي الذي يرغب في التعبير 
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بموضوعية أكثر عا يجري فعلا في الشركة فسيختار الوسيط وهو 10500 ريال مقياسا 
للنزعة المركزية . وهذا المشال يوضح أيضا سبب قولنا إن الاختيار بين المقاييس الشلاثة 
يتوقف أحيانا على الغرض الذي نريده من المقياس . 


و إلى جانب هذه الميزة للوسيط في التوزيعات الملتوية يمكن أن نضيف أنه بصورة 
عامة سهل الحساب وغير حساس للقيم المتطرفة ويبقى حسابه ممكنا في بيانات ناقصة 
سقطت منها قيم بعض المفردات المتطرفة التي نعرف مواقعها النسبية. وعلى سبيل 
المثال» لنأخذ البيان التالي عن درجات سبعة طلاب : 


71, 68, -,75,-,77,- 


ففى هذا البيان ثلاث درجات غيرمعروفة.ولكن لنفرض أننا نعلم عن الطلاب الثلاثة 
الذين لا نعلم بالتحديد درجاتهم أن أحدهم راسب» والآخر ناجح بتقدير مقبول» 
والثالث ناجح بتقدير ممتاز. فيمكننا معرفة الوسيط » ويمكن ترتيب معلوماتنا كا يلي : 


ممتاز ,77 ,75 ,71 ,68 و مقبول , راسب 


واستنتاج أن الوسيط هو 71. لا بل أكثر من ذلك لو علمنا أن ثلاثة منهم بين راسب 
ومقبول وثلاثة نالوا «جيد مرتفع» أو أفضل» وأن أحدهم نال 71» لكانت هذه 
المعلومات كافية لاستنتاج أن الوسيط 71. 


ويبقى المتوسط مقياسا للنزعة المركزية يتمتع بخصائص مهمة تجعله مستخدما 
على نطاق واسع في علم الإحصاء وستتضح هذه النقطة للقارىء عبر هذا الكتاب» ولو 
أخذنا عينات مختلفة بالحجم نفسه من مجتمع وحسبنا لكل عينة المتوسط والوسيط 
لوجدنا أن التغير من عينة إلى أخرى هو أقل في قيم المتوسط منه في قيم الوسيط » ونعبر 
عن ذلك بقولنا إن المتوسط أكثر استقرارا من الوسيط عبر عينات متكررة نسحبها من 


التوزيع الوصفي لحملة من القياسات ۷1 
تمارين ١(‏ 0 
)١‏ أوجد الوسيط لكل من المجموعات التالية من القياسات : 


6,4, -1, 5, 1,2 E ا‎ 
17.2, 16.9, 17.5, 16.4, 17.1 ب‎ 
2,2,1,1,1,3,1,2,1,1 Ec 


الغيات . 


)ي التمرين ١١‏ من مجموعة التمارين ١(‏ -؟7): احسب الوسيط والمنوال لأعار العمال 
4) صنفنا عينة من محصول التفاح وفقا لوزن التفاحة مقاسا بالأونزة» فحصلنا على 


التوزيع التكراري التالي : 
36 1 


3 التكرار 
احسب المتوسط والوسيط والمنوال . آيما تفضل للتعبير عن التزعة المركزية؟ 













0.31-0.40 0.51-0.60 0.61-0.70 
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؟) يبون الجدول التالي توزع فترة الإقامة في المستشفى لأطفال تحت سن الخامسة عشرة 








7 الاحصاء والاحتال 
من العمر من أجروا عمليات استئصال اللوز والزوائد الأنفية» وذلك في كل من 
ا بع جموعات من المستشفيات . 


أحسب المتوسط والوسيط والمنوال لطول فترة الإقامة ف کل تجموعة من 
المستشفيات . 


فترة الإقامة (بالأيام) 


20 28. 5 
6 28 11 





۷) يبين الجدول على الصفحة التالية جزءا من دراسة لحجم رد الفعل لاختبار الليبرومين 
في ثلاث جماعات من الأطفال» وقد أعطي الأطفال في الجماعة الأولى لقاح ال 
.0 عند ولادتهم عن طريق الفم» وني الجاعة الثانية أعطي الأطفال اللقاح عن 
طريق أدمة الجلدء ولم يعط أطفال الجماعة الثالثة لقاح ال.8.0.6 . 


احسب لكل جماعة المتوسط » الوسيط والمنوال لقياسات نصف قطر رد الفعل . 
۸) حشرات من نوع العت تتغذى على فثران مصابة بدودة الفيلاريا. وقد أخذت هذه 
الحشرات بعد فترة وأحصى عدد الميكروفيلاريا في كل عت . ويمثل البيان التالي 
نتائج التعداد لخمسين عتا. احسب المتوسط » الوسيط» والمنوال هذه القياسات 
وعلق على الفروق بين هذه المقاييس الموضعية الثلاثة . 


7 12 3 3 1 8 0 7 2 0 
10 15 3 19 1 2 2 15 3 4 
7 0 9 0 18 4 6 6 10 1 
1 9 14 3 7 5 7 5 14 20 
6 1 2 14 3 3 5 1 4 3 
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9 )فيا يلي مستوى السكرفي الدم مأخوذا في الصباح قبل تناول الفطور لعشرة 
أطفال : 


72 ,70 ,68 ,65 ,65 ,65 ,63 ,62 ,56 
احسب الوسيط والمنوال . 


٠)يبين‏ الجدول التالي التكرار النسبي المتجمع لعمر العروس وفي أربع عينات من النساء 
مأخوذة من أربع جماعات» تاريخ الميلاد في الجماعة الأولى يعود إلى ما قبل 1925ء 
وفي الثانية بين 1925 إلى 1934 وفي الثالثة من 1935 إلى 1944» وفي الرابعة من 1945 
إلى 1954 . 
ارسم مضلع التكرار النسبي المتجمع الصاعد لكل من العينات الأر بع » وقدر 
العمر الوسيط للعروس في كل جماعة . 


لم يعط B.C.G. B.C.G.‏ نصة 
عن طريق الفم 

















سر زم لبا حلم هنا ي ډه من 


V4‏ الإحصاء والاحتهال 


1925-4 1935-4 1945-4 
N - 3 N - 0 N = 6 
% % % 





1 )في يل أوزان عشرة حيوانات تجربة ؤذلك بعد مداخلة جراحية (مقاسة بالكغ) : 
1 ,14.6 ,15.0 ,13.6 ,14.4 ,16.9 ,16.6 ,13.0 ,15.4 ,13.2 


۲ فيا يلي المسافة (إلى أقرب ميل) التي قطعها كل من خمسة عشر مريضا حتى وصلوا 
إلى أقرب مستوصف : 


5, 9,11, 3, 12, 13, 12, 6, 13, 7, 3, 15, 12, 5 


ما وسيط المسافة التي يقطعها المريض حتى يصل إلى أقرب مستوصف؟ 
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1 ) كانت فترة الإقامة بالأيام لأول أحد عشر مريضا أدخلوا إلى جناح للأمراض 
النفسية افتتح حديثا في أحد المستشفيات كا يلي : 


4 ,22 ,18 ,14 ,28 ,14 ,14 ,24 ,11 ,14 ,29 
احسب الوسيط والمنوال لعدد أيام الإقامة في المستشفى . 


با ميكروجرام في المتر المكعب) في 57 مدينة كبيرة . 


70-9 | 60-69 50-59 9 | 20-29 
2 4 4 13 10 19 5 التكرار 


اوو 
















)١‏ بعد افتتاح مركز حديث للتسوق قرب ضاحية معينة » ازدادت حركة المرور فيهاء 
وقد حددت إدارة المرور السرعة القصوى في شارع الضاحية ب 35 كم/ سا. وبعد 
شكاوي عن عدم التزام السيارات بهذا الحد قامت دورية مرور خلال 15 دقيقة من 
المراقبة برصد سرعات 25 سيارة مرت من ذلك الشارع . وحصلت على البيان 
التالي : 

15, 40, 47, 25, 37, 23, 20, 38, 29, 40, 
35, 28, 37, 38, 35, 37, 27, 36, 30, 38, 
40, 43, 25, 20, 42 


| إذا كنت من سكان الضاحية الذين يرغبون في استخدام هذا البيان لإثبات أن 
السيارات بصورة عامة لا تتقيد بحد السرعة المفروض › فهل تستخدم المنوال» 
أم الوسيط أم المتوسط؟ 


۷٦‏ الاحصاء والاحتمال 


ب__إذا كنت ممن يعارضون فرض حد للسرعة وتريد استخدام هذا البيان لدعم 
وجهة نظرك بأن السيارات ملتزمة بصورة عامة بلوحة المرور» أي المقاييس 
تختار؟ 
۷ تهتم شركة بمعرفة مدى استخدام موظفيها للهواتف في مكالمات شخصية . وفي 
أحد الأيام راقبت عدد المكالمات الشخصية التي قام بها كل موظف فحصلت على 
البيان التالي : 





عدد المكالمات الشخصية. 
عدد الموظفين 
أ _أوجد متوسط المكالمات الشخصية للموظف الواحد في ذلك اليوم . 


ب -آخذا في اعتبارك أولئك الذين استخدموا ال هاتف لأغراض شخصية فقط › 
ما المقياس الذي تجده أفضل تعبيرا عن النزعة المركزية؟ احسب هذا المقياس . 


)ي التمرين ° من مجموعة التمارين ›)۱-١(‏ احسب المتوسط والوسيط والمنوال. 
أي المقاييس الثلاثة تفضل ولاذا؟ 


تعتقد أنه مناسب في كل من بيان الأطباء وبيان الأسرّة . وأوضح أسباب تفضيلك . 


٠١‏ )ني التمرين ١‏ من مجموعة التهارين  ١(‏ ؟) احسب الوسيط . أي تفضل 
المتوسط أم الوسيط ولماذا؟ 

١#فيا‏ يلل بيان بعدد الزيارات التي قام بها المراجعون للعيادات الخارجية بالمستشفيات 
ومراكز الرعاية الصحية الأولية في المناطق الأزبع عشرة في المملكة» وذلك خلال عام 
هء بآلاف المراجعين : 
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11169, 4330, 4870, 3029, 2050, 4802, 1577, 
6375, 6034, 1480, 3876, 3465, 2826, 4 


احسب المتوسط والوسيط أييا تعتقد أنه الأفضل لقياس النزعة المركزية ولماذا؟ 


ناقشنا في الفقرات السابقة معايير موضعية تمدف إلى تحديد الموضع الذي تتمركز 
عنده حملة من القياسات الإحصائية . ولكنها لا تكفي وحدها لتشكيل صورة ذهنية 
متكاملة عن التوزيع التكراري للبيان الإحصائي . وإلى جانب المكان الذي يشكل مركز 
التوزيع نحتاج إلى معرفة كل ما يمكن معرفته عن خخاصية التغير من قياس إلى آخر 
ضمن البيان الأحصائي » وعن مواقع القياسات بالنسبة إلى مركزها . فالقياسات ,2,3 ,1 
5 طا متوسط يساوي 3 وهو بالذات متوسط للقياسات 602 ,209 ,4 ,200 - ,600 -. 
ولكن شتان ما بين المجموعتين من القياسات من حيث درجة تجمعها حول المركز 
المشترك لكل منها وهو 3. ومن المعروف أنه لا يمكن لقياسات بيان إحصائى أن تكون 
متساوية . ولو قسناء مثلاء أطوال مجموعة من أوراق نبات معين» لاختلف القياس من 
ورقة إلى أخرى . ولو كان الشخص نفسه هو الذي يكرر قياس ظاهرة معينة مستخدما 
الجهاز نفسه في كل مرة» فسيختلف القياس الذي يحصل عليه من محاولة إلى أخرى . 
والتغير ظاهرة ملازمة لكل بيان إحصائي ٠‏ وإذا كان التوزيع التكراري للبيان 
الإحصائي يتمركز عند المتوسط الحسابي» فهو ينتشر على جانبي هذا المتوسطء وكلما 
دن التغير كبيرا من قياس إلى أخر» اتسع انتشار القياسات حول متوسطها . وبصورة 
عامة . فإن القياسات التي تحتشد وتتجمع حول متوسطهاء وقريبا منه» يكون تشتتها 
صغيرا . بينا يكون تشتت القياسات المبعثرة التي تنتشر بعيدا على جانبي المتوسطء 
تشتنًا كبيرا: وسنحاول فيم| يلي تقديم معايير كمية لقياس شدة تبعثر القياسات في بيان 
إحصائي» أو لقياس درجة انتشار وتشتت القياسات حول متوسطها . وسنبدأ بتعريف 
المدى. 


۷۸ الإحصاء والاحتمال 


)١-۸-١(‏ تعريف المدى 
مدى بيان إحصائي هو الفرق بين أكبر قياس وأصغر قياس في البيان 
الإحصائي . 


ومن الواضح أن المدى يعطي فكرة واضحة عن المسافة على حور الأع داد التي 
يتوضع فيها البيان الإحصائي . وإذا استثنينا القيمتين المتطرفتين في البيان الإحصائي فإن 
المدى بمفرده عاجز عن تقديم أية معلومات عن أسلوب انتشار بقية القياسات حول 
المتوسط . وعلى سبيل المثال» إذا كان لدينا عشرة قياسات متوسطها 5.5 وأحدها 1 
وأكبرها 10. فيمكن تصور هذه القياسات العشرة بأشكال عديدة تختلف اختلافا 
شديدا في درجة تبعثرها وتشتتها حول المتوسط » ونجد في الشكل )١7-١(‏ تصورين 
مختلفين. ففى الشكل (١-؟١١)أ»‏ نجد القياسات 10 ,10 ,9 ,9 ,2,9 ,2 ,2 ,2 ,1 ,1 وفي 
الشكل -١(‏ ۲)ب» نجد القياسات 10 ,6 ,6 ,6 ,5.5 ,5.5 ,5 ,5 ,5 ,1 ومع أن 
للمجموعتين المدى نفسه وهو 9 = 1 - 10. إلا أن الفارق كبير بين درجة تمركز كل منهما 
حول المتوسط المشترك 5.5 : 
:5 م 
0 789 456 23 1 0 9 8 7 456 123 
(ب) () 


)١7-١١(لكش‎ 

وإذا كان المدى يضم بين طرفيه جميع قياسات البيان الإحصائي فلاذا لا نفكر 
بمدى أكثر تواضعا يضم بين طرفيه نسبة عالية من القياسات (ثانين بالمائة منها مثلا) 
بدلا من أن يضمها جميعها. ولو عرفنا مثلاء القياس الذي يقل عنه 109 من 
القياسات» وسنسميه المئين عشرة» والقياس الذي يقل عنه 90% من القياسات» 
وسنسميه المئين تسعين» فبين المئين عشرة والمئين تسعين يقع انون بالائة من 
القياسات . ولو حسبنا هذين القياسين ووجدناهما قريبين من بعضههاء فسيعطينا ذلك 
تصورا مفيدا تماما عن واقع انتشار أو تشتت البيان الإحصائي . وسنعرف فيا يلي 

ا مئينات باعتبارها وسيلة من وسائل التعبير عن تشتت بيان إحصائي . 


التوزيع الوصفي لحملة من القياسات | ۷۹ 


)5-8-١(‏ تعريف المئينات 
لیکن أي عدد صحيح بين الصفر والمائة» نعرف المئين” لبيان إحصائى بأنه 
العدد الذي يقل عنه 7 بالمائة من قياسات البيان الإحصائي 1 


ونلاحظ من هذا التعريف أن المئين” > وسنرمز له ب ,۶ ٠‏ هو القياس المقابل 
لتكرار متجمع يساوي 7 2 OG‏ “رتل اراح أن ووم هو 
الوسيط باعتباره القياس المقابل لتكرار متجمع يساوي - 21 أو 2 ٠‏ و يسمى2آ/ 
(المئين 25 ) الربيع الأدنى » باعتباره يحصر إلى اليسار منه ثلاثة أرباع القياسات وسنرمر 
a‏ 1 (المثين 5 ) الربيع ان ا 
الأعل والر بيع الأدنى » ليه الربيعي . 


0 ار 
الزبيغق o‏ - 5 أحد معايير التشتت. 
ت 2 


وتجدر ملاحظة أن أكبر قياس في البيان الإحصائي هو المئون 100 ( ممورص) وأن 
أصغر قياس هو المثون صفر( 2 ) . وأن المدى هووم - رورم . 


ولقد أوضحنا عمليا طريقة حساب أي مئين في الفقرة  ١(‏ 4)؛ ولحساب 
(,) » بصورة عامة » نكتب أولا جدول التكرار المتجمع الصاعد» ثم نحسب رتبة المئين 
+ وهي ب nx‏ » حيث 7 عدد القياسات في البيان الإحصائي . وتحدد رتبة المثين 
الفئة التي ينتمي إليها المئون وسنسميها فئة ا مئين» كا تحدد بالطبع الفئة السابقة ها. 
لنرمز الآن ب م۴ للتكرار المقابل لفئة ا لمئين في جدول التكرار المتجمع الصاعدء وبم 


:م ش الإحصاء والاحتمال 


للتكرار المقابل للفئة السابقة» وب س لطول الفئة» وب للحد الأعل الحقيقى المقابل 
للفئة السابقة . فنجد بعملية تناسب طردي بسيط أن : 


زيادة القياس زيادة التكرار 
Fp Fj 07‏ 
nr‏ 
: 7 100 
ومنه : 
ZZ -F,‏ 
س × ت - زيادة القياس المطلوبة لبلوغ المئين ” 
P b‏ 
ويكون المئون ٣‏ المطلوب : 
nr‏ 
r Fp-— F‏ 
مثال١١-8١)‏ 


احسب ,0 (الربيع الأدنى)» و ,© (الربيع الأعلى) للتوزيع التكراري في الجدول 


الحل 


رة ال وو الاد EEE E‏ 
بة الربيع بى هي 5- ن × 50 e‏ 


وأول فئة يزيد التكرار المتجمع المقابل ها على 12.5 تكون فئة الربيع الأدنى . 
۲ -نطبق قاعدة التناسب الطردي فتكتب : 


التوزيع الوصفي لحملة من القياسات ۸۱ 


لكت جدول التكرار المتجمع الصاعد وتسير الخطوات الحسابية كا يلي : 








زيادة القياس زيادة التكرار 
5 14-7 
? 12.5-7 


3.93 =5 × مق عد = الزيادة المطلوبة لبلوغ الربيع الأدنى 
3 = 3.93 + 96.5 = ,0 
ولحساب الربيع الأعلى (,0) نجد بصورة مماثلة أن رتبة الربيع الأعلى هي و .37 - 5 × 50 
زيادة القياس زيادة التكرار 
5 3- 40 


2 3 - 37.5 
لافطاو 


وو _ رر = الزيادة المطلوبة لبلوغ الربيع الأعلل 
1 = 3.21 + 111.5 = ,0 
أو نطبق الصيغة العامة التي استخرجناها من أجل المئينات فنجد من الجدول » في حالة 
الربيع الأدنى أن 25 14,1877 م2 , 96.5 - 1 , 5 - ه ثم نعوض في العلاقة : 





AY‏ الإإحصاء والاحتال 





0 
P,= [ × 0 
. Fy Fe 


وفي حالة الربيع الأعلى يكون 25 ۲ ,7 “,۴ ,14 - م ,1965 ,5= ]. 


14 2 43. 100 114.71 5 نصف المدى الربيعى 

ولكن لماذا لا نبحث عن مقياس للتشتت يسهم في تشكيله كل قياس من 
قياسات البيان الإحصائي بدلا من أن يقتصر على مئينين أو على أكبر قياس وأصغر 
قينائن؟ ومن التراضية أن العف يمر ق ااا إل قرب أو بعد القباسات امن 
متوسطها . فلنحاول إذا التعبير عن التشتت بدلالة انحراف كل قياس عن المتوسط » أي 
بدلالة ‏ -,× -,4 . ونعلم من خواص ل 
الصفر نما لا يترك مجالا للتفكير في متوسط هذه الانحرافات كمقياس للتشتت . ولكن 
حل هذه المشكلة سهل طالما أنه يعود إلى وجود انحرافات موجبة وانحرا افات سالبة» 
فلماذا لا نحسب متوسط القيم المطلقة للانحرافات؟ 


= 7.14 





(۳-۸-۱) تعريف متوسط الانحراف 

کن م ,... ,م 22 ر × جملة من القياسات متوسطها ‏ . نعرف متوسط 
الانحراف هذه القياسات» ونرمز له ب2 » بأنه متوسط القيم المطلقة لانحرافات 
القياسات عن متوسطها . 


1 000 
ام و‎ GT 2/4. 
5-7 t= 7 


التحليل الإحصائي» ا الل إل حل د لمشكلة اه الح 
ا السالبة» وذلك بأخذ مربعات الانحرافات بدلا من قيمها المطلقة» عا 
يؤدي إلى تعريف مقياس للتشتت يسمى التباين . 


التوزيع الوصفي لحملة من القياسات م 


(-4-8) تعريف التباين 
تباين مجتمع من القياسات يتضمن // قياسا . × ,... ر × , × هو متوسط 
مربعات انحرافات القياسات عن متوسطها . وسنرمز له ب02 » وبصورة رمزية نكتب : 
N‏ 
2 1 
(E)‏ 92-2 
وتجدر ملاحظة أن التباين موجب دوما لاچ ناشيء عن مجموع مربعات» أي مجموع 
كميات موجبة . ويكون التباين صفرا إذا وفقط إذا كانت القياسات جميعها متساوية. 


)٥-۸- 1)‏ الانحراف المعياري لمجتمع 
الانحراف المعياري ى هو الجذر التربيعي الموجب للتباين 





ويقاس الانحراف المعياري بوحدة القياس نفسها المستخدمة 5 البيان الإحصائى 1 


ملاحظة 
الرمز المستخدم» هو الحرف الأبجدي سيج في الأنجدية اليونانية بالخط الصغير 
ويكتب بالخط الكبير على الشكل < 


وا ذكرنا سابقا إذا كان لدينا مجتمع من ¿ القياسات وتباينه 62 غير معروف أو غير 
متوفر فيمكن أخذ عينة من هذا المجتمع حجمها » » مثلا» وب یا ثم اعبار 
هذا التباين تقديرا أو تخمينا لتباين المجتمع الذي نجهله . . ومن الطبيعي أن يكون تباين 
العينة» وفقا لتعريف التباين» مساويا لمتوسط مربعات انحرافات القياسات ال ”في 
العينة عن متوسطها. ولكن يبرهن في الإحصاء ء الرياضي أن تباين العينة سيكون تقديرا 
أفضل لتباين المجتمع إذا قمنا بتعديل طفيف جدًا في صيغة التعريف . وهذا التعديل 


هو أن نقسم مجموع مربعات الانحرافات عن المتوسط | علد - بدلا 


Af‏ الإحصاء والاحتمال 
من قسمتها على )١(‏ . وهكذا سنرمز لتباين عينة بك » تمييزا له عن62 تباين المجتمع»› 
ونعرفه کا يلي : 


)5-8-١(‏ تعريف تباین عينة 
تباین عيتة من القياسات ہک ,. .. ,× , بد هو: 


56 < 1 
)ا د = 
7 <-ة 





)۷-۸-١(‏ تعريف الانحراف المعياري لعينة 
الانحراف المعياري لعيّنة من القياسات د . .. ,د×, ,× هو الحذر التربيعى 
الموجب لتباين العينة . 





وفيا تبقى من هذا الفصل سنعتبر تباين أي جملة من القياسات تباين عينة» 
ونطبق لحساب التباين التعريف )1-۸-١(‏ وحيثا وردت كلمة التباين أو الانحراف 
المعياري» فيا بقي من هذا الفصل »فسنعني بها تباين العينة 2 5) كما عرفناه في 
»)5-8-1١(‏ والانحراف المعياري لعينة 9) كما عرفناه في ١(‏ -8 - ۰)۷ إلا إذا ذكرنا ما 


الك لك 
مثال )١9-1١(‏ 

لتكن حملة القياسات 75 ,4,2,1 »© احسب متوسط الانحراف » والتباين» 
والانحراف المعياري . 


u8 


التوزيع الوصفي لحملة من القياسات ۸0 


الحل 
ننظم الجدول التالي بعد حساب المتوسط × . ثم نطبق التعريف مباشرة لنجد: 





| -,× |< دم (متوسط الانحراف) 


EEE 2.8+1.8+0.2(= 2ك‎ = 1. 84 





مى. ھک ( ۾ ,ی ) ل ہے =7 (التباین) 
7 


4 = 56. 4 =3 (الانحراف المعياري) 
المتوسط × > نبدأ بعملية تقسيم» وإذا كانت عملية التقسيم غير منتهية فسيؤثر ذلك 
على دقة النتائج اللاحقة. وسنقدم الآن صيغة محتزلة لحساب التباين تختصر الجهود 
الحسابية وتعطى التباين بدقة أكبر. 
)۸-۸-١(‏ صيغة مختزلة لحساب التباين 
باستخدام خواص الرمز < المذكورة في البند (5) من الملحق »)١(‏ ومن تعريف 
المتوسط يمكن أن نكتب ما يل : 





A٦ 


Seen) 3 ( 2- موجه‎ + #*( 
=1 =1 
n LL 22 
= 30 2+ چ‎ 
=1 =1 i=1 
- 2 ١ “عدر + عر‎ 














وم نعد نستهل العمل الحسابي بعملية تقسيم» بالإضافة إلى أن هذه العبارة 
من التطبيق المباشر للتعريف . 


تتضمن (6 + 6 عملية حسابية مما يوفر (2 - ) عملية حسابية . وهي بذلك أسرع وأدق 


ونكتب العبارة المختزلة السابقة» أحياناء على الشكل : 


)»امي 


التوزيع الوصفي لحملة من القياسات AV‏ 


وهي تتضمن عملية تقسيم واحدة تشكل خاتمة العمل الحسابي . ومع ما يبدو 
للوهلة الأولى من تعقيد في كتابة الصيغة المختزلة» إلا أن كل ما نحتاجه لتطبيقها هو 
مجموع القياسات ومجموع مربعاتها وعددها. 
مثال(١1-١٠)‏ 

احسب تباين القياسات في المثال ١(‏ -8) بتطبيق الصيغة المختزلة . 


الحل 
ننظم الجدول المبين جانبا ثم نطبق | لصيغة المختزلة فنجد: 








)4-8-1١(‏ حساب التباين في بيانات مصنفة 

لنعد إلى الفقرة  ١(‏ 60)» وبخاصة إلى الحدولين )5-١(‏ و(١211)»‏ ولنحاول 
تطبيق التعريف ١(‏ -1-8) فالمطلوب إذا هو حساب انحراف كل قياس,ز عن المتوسط 
ت » ثم أخذ مجموع مربعات هذه الانحرافات . و إذا كان القياس ربز » مثلاء مكررا ر 
مرة » فسيتضمن مجموع مربعات الانحرافات حدودا متطابقة ومكررة مثل : 


AA‏ الإحصاء و الاحتهال 


(7 )+--+ (7- )+ (7-) 
مکرر ر / مرة 


ومن الأفضل بالطبع» كتابة مجموع حدود مطابقة لبعضها مثل هذه الحدود» على 
الشكل 

2 

)7 - رز ) ور 
والأمر نفسه في بقية الحدود» وهكذا تتخذ العلاقة الواردة في تعريف تباين العينة» 
الصيغة التالية من أجل بيان مرتب : 


)0 لق ا ' 370 -52 








وتصبح الصيغة المختزلة لحساب التباين كما يلي : 


0 فد :و 


1-17 
1 





حيث ,/ ر( =۸ 8 


مثال(١1-١5)‏ 
قذفنا حجر نرد مائة مرة فكانت تكرارات النتائج الست الممكنة كا يلي : 


)١5-١١(لودج‎ 





التوزيع الوصفي لحملة من القياسات ۸۹ 
والمطلوب حساب تباين هذا التوزيع التكراري وانحرافه المعياري . 
الحل 


لحساب التباين ننظم الجدول التالي 


)١7-1١(لودج‎ 











والانحراف المعياري(5) هو 


3 .02- 1. 4 

ولحسباب تباین بیان مصنف (أو ا ا جميع القياسات التي تنتمي إلى فئة 
مساويأ مركز هذه الفئة والخطوات الحسابية هي بالضبط كا في حالة بيان الرتب» 

حيشهبر هي الآن مركز الفئة ٠‏ و ,/ التكرار الموافق هذه الفئة . وللتوضيح نأخذ المثال 
التالي . 
مثال(١١-؟؟)‏ 

احسب التباين والإنحراف المعياري للتوزيع التكراري في الجدول ١(‏ -5). 

الحل 

ننظم الحدول التالي : 





4 الإحصاء والاحتال 


جدول (۱۸-۱) 


7056 
15842 
354 
68607 
97344 

118810 
90972 
84966 
61504 


84 














سر وح ې ډه ذا 








سم 
6 






يد حن بر 


ويكون التباين المطلوب (52) هو 


) 5365( 1 
50 


580445- 575664 . 5[ 


_ 480.5 


= 97.56 
49 97.5 


والانحراف المعياري (5) هو 
S= ¥۷ 97.56 = 9.88‏ 


والجدير بالذكر أننا لو حسبنا الإنحراف المعياري من البيان الأصلي المعطى في الجدول 
)٤ -۱(‏ مباشرة لحصلنا على 10.05 = 5 . 


)٠١-۸-١(‏ أثر الانسحاب وتغيير سلم القياس في التباين 

لتكن,,د ,... , ر× , ,× حملة من القياسات» متوسطها # »ء وتباينهاء5 . إذا 
أضفنا العدد نفسه» 6 مشلاء إلى كل قياس» فينبغى ألا يؤثر ذلك على التباين. وإذ 
تعتمد قيمة التباين على الفروق بين القياسات» فإن الفرق بين أي قياسين لن يتغير 


التوزيع الوصفي لجملة من القياسات ۹۱ 


عندما نضيف إلى كل منه| العدد نفسه [انظر البند (۸) من الملحق .]١‏ أما إذا ضربنا 
كل قياس بعدد» ۾ مثلاء فسيضرب التباين بمربع هذا العدد تم > ويضرب الانحراف 
المعياري بالقيمة المطلقة للعدد 4 . ويمكن بيان ذلك في المحاكمة البسيطة التالية : 


لنرمز ب :بز للقياس الناتج عن ضرب :د ب > ثم إضافة ط إلى الناتج ‏ أي لنفرض أن : 
,..., 2, 3 >1 نر ax, +b‏ دير 
فنعلم من خواص المتوسط (الفقرة ١‏ - ۲-۷) أن : 
jJ = ax + 6‏ 
حيث يرمز 7 للمتوسط الجديد. ومن تعريف التباين وخواص المجموع < [انظر البند 
(6) من الملحق ])١(‏ يمكن أن نكتب : 


1 








ET 1)9 =‏ درک 


i=] 


2 
۳~ #( =2 








= ])# 2 ل 5 


وبأخذ الجذر التربيعي الموجب للطرفين نجد : 

000 0 
بالستتيمتر, 00 ت ر > أي راان ب۰10 فإن اقا 
سيضرب بائة » وسيضرب الانحراف المعياري بعشرة . 


(-4) حساب المتوسط والانحراف المعياري من خلال تحويل البيان الإحصائي 

سنقدم فيا يلي طريقة لحساب المتوسط والانحراف المعياري توفر الكثير من 
الجهود الحسابية » وذلك في حالة بيان مصنف أطوال الفئات فيه متساوية . وهى طريقة 
عامة وسهلة التطبيق» فلنفرض أن طول الفئة40» وأن ر مركز الفئة الواقعة في الوط 
تماما إذا كان عدد الفئات فردياء أو مركز إحدى الفئتين الواقعتين في الوسط إذا كان 
عدد الفئات زوجيا. ولنطبق على مراكز الفئات التحويل : 


1 الإحصاء والاحتهال 





أي نطرح من مركز كل فئة العدد ملز ثم نقسم الناتج على له . ومن علاقة التحويل 
نے آن: 
y;= 02 + Yo‏ 


وكا نعلم فإن: 


ول + 02 - تز 


ر 08 وى إله |= رک ,ےک 7 وک 
ده هنا موجبة دوما باعتبارها طول فئة . 


وسنجد أن المقادير ,2 أعداد صحيحة متناظرة حول الصفر. وفي حالة تسع 
فئات» مثلاء سنجد المقادير ,2 على الشكل 4 رق ,2 ,1 ,0 ,1 - ,2 - ,3 - ,4 - وبالطبع 
فإن التعامل مع هذه الأعداد أسهل كثيرا. والآن نعتبر هذه الأعداد مراكز للفئات وننجز 
الحسابات تماما كا في الفقرة السابقة(! -4/--”) فنحصل على و رك ويك 
بسهولة» ومنها نستنتج المتوسط والتباين والانحراف المعياري للبيان الأصلي قبل 
التحويل من خلال العلاقات : 
ير 605 حير 5 ,ے5 ترركا, وز + 02 = J‏ 


مثال(١-*7؟)‏ 
بالعودة إلى امال (۱- ۲۲)ء احسب المتوسط والانحراف المعياري بطريقة 
تحويل البيان الإحصائي . 


الحل 
لدينانسع فثات» والفئة الواقعة في الوسط هي الفئة الخامسة ومركزها 104 = ول . 
وطول الفئة 5 - (. وبإجراء التحويل : 


4 - ىلر 
5 =2 





التوزيع الوصفي لجملة من القياسات r‏ 


وبدلا من الجدول ١(‏ -18) ننظم الحدول c(4 ١(‏ التالي : 


)١54-١١لودج‎ 





2 
191.22 | (33) _ 2 
49 |50 و 52 


ومنه 





jJ = 02 + 104 - 5<0 .66 + 104 - 3‏ 
22 .191 
868 .9ر ; 97.56 = ا ×25 = 5 د رى 


وهي الأجوبة ذاتها التي حصلنا عليها في المثال (۱ ۔ ۲۲). 


4 الإحصاء والاحتمال 


)٠١-١(‏ حول الأهمية العملية للمتوسط والإنحراف المعياري 
من الطبيعي أن نتساءل عن مدى نجاح التباين في التعبير عن خاصية التغير 
في جملة من القياسات . وسنجد الجواب الصريح عن هذا التساؤل في نقطتين نعرضها 


: -لنأخذ مجموعة القياسات 4 ,3 1,2 »© ولنحسب تبايئها‎ ١ 


اكد +2 +1( 2 


2 2 2 1 
4 +32 +22 + 1 م 
4 3 


12وج -30] 1 - 


ولنحسب» على الوجه الآحر» الفروق بين كل قياس والقياسات الباقية» كا في الجدول 

1 . لع O 1O e‏ لل ا 
(230-1)» ثم لنحسب متوسط مربعات هذه الفروق فنجد ك = . أي أن 
متوسط مربعات الفروق الموجودة بين القياسات كافة يساوي” 25 . 


٠١-١ جدول‎ 





عوبصورة عامة 

إذا كانت× ,. . . , ,× عينة من القياسات» متوسطها ٭ وتباينهاة5 » فإن عدد 
الأزواج المختلفة من القياسات التي يمكن تشكيلها هو (1 -704 . ومتوسط مربعات 
الفروق بين العددين في كل زوج منها هو: 

*للقراءة فقط . 


التوزيع الوصفي لجملة من القياسات 40 


3 1) 22 20,- *,) 


»ده ار ay‏ 


[(* ر *) (* سعد )2ج سرد )+ (* DDE‏ 


n 


= DE (x; - x) + (1-م)‎ $24 0 


22 =| (1-م s+ n)‏ 00-1 امل 
وهذا يوضح أن التباين ۶ 5 يلخص بأمانة كافة التغيرات من قياس إلى آخر التي 


يتضمنها البيان الإحصائي . وبالتالي فإنه يشكل تعبيرا ناجحا عن خاصية التغير ضمن 
البيان الإحصائي , 


۲ هناك متباينة مشهورة تسمى متباينة تشيبيشيف » ويمكن التعبير عنها بطريقة 

لتكن× ,... , ر× , بد حملة من القياسات متوسطها × وانحرافها المعياري ى . 
وليكنء عددا أكبر من الواحد أو يساويه» فالنسبة من هذه القياسات التي تقع ضمن 
الفترة (ئا + #, ئ - #) لا تقل عن : 


لنختر الآن بعض القيم ل ؛ » ولنحسب النسبة 1-5 فنجد: 


)5١-١(لودج‎ 





4 الإحصاء والاحتال 


فالمتباينة لا تقدم أية معلومات من أجل 1 -؛ . ولكنها تقول» في حالة2 - ؛ ؛ أن ثلاثة 
أرباع القياسات» على الأقل» واقع ضمن فترة تمد ضعف الانحراف المعياري على 
جانبي المتوسط . أي تقع ضمن الفترة (ئ 2+ × , 25 - 2 ) وتقول في حالة 3 = » أن 
ما لا يقل عن ثانية أتساع القياسات ( 8996 تقريبا) واقع ضمن فترة تمتد بمقدار ثلاثة 
انحرافات معيارية على جانبي المتوسط » أي تقع بين العدد 38 + × والعدد 35 - × . 


مثال (۱ ٤‏ ۲) 
لنعد إلى البيان الإحصائى في الجدول ١(‏ - 4)» فقد حسبنا في ا لمال )1-١(‏ 

متوسطه فوج دناه 107.3 = د وحسبنافي ا مشال )۲۲-١(‏ الانحراف المعياري 
فوجدناه9.88 = 5 . ولدينا 

87.4 -229.88 -25-107.3 - م 

88-1276 .29 +25-107.3 + 5 
ولو تفقدنا القياسات الخمسين في الجدول  ١(‏ 0)» لوجدنا أن 49 منها واقع بين 87.54 
و127.06» وهي تشكل نسبة 6 98 7 من القياسات . 


267 ادا اام 4 eT‏ بصوره 6 جيدة قياسات ذلك البيان. . ومن خلاهاء 
يمكن تشكيل صورة ذهنية جيدة للغاية عن التوزيع التكراري للبيان دون أن نعلم 
مفردات البيان . 


وعلى سبيل الخال لو قيل لنا أن درجات فصل يتألف من 40 طالبا في مادة 
الإحصاءء لها متوسط يساوي 72 » وانحراف معياري يساوي 8 » لأمكننا باستخدام 
هذين الرقمين فقط » تقديم الوصف التالي لتوزيع الدرجات» دون أن تكون لدينا أية 
معلومات أخرى عن واقع الدرجات نفسها : 


حصلوا على درجات تتراوح بين 56 = 8 ×2 - 72 و 88 = 8 ×2 + 72 : وما لا يقل عن 


التوزيع الوصفي لجملة من القياسات ۹۷ 


6طالبا من الطلاب الأربعين حصلوا على درجات تتراوح بين 48 = 8 × 3 - 72 
و96 -38 +2/. 


ويجدر الانتباه إلى عبارة «ما لا يقل» فمتباينة تشيبيشيف متحفظة » وفي معظم 
الحالات تكون النسبة الفعلية أكبر من 1-1 خاصة إذا كان البيان الإحصائى قريبا 
ع ّ, 
من التناظر. 


)١١-١(‏ معامل التغير 


رأينا أن التباين يعبر بنجاح عن خاصية التغير في بيان إحصائي . ومن الطبيعي 
أن يكون البيان الإحصائي أكثر تجانسا كلما كانت قياساته أقل تغيرا من أحدها إلى 
الآخر. وكلما زاد التباين استتتجنا أن البيان الإحصائي أقل تجانساء ولكن هب أننا نريد 
مقارنة بيانين إحصائيين من حيث أيهما أكثر تجانسا من الآحر» فهل يمكن الاعتماد على 
مقارنة تباينيهها وإعطاء حكم في هذه المسألة؟ لقد وجدنا في الفقرة )۳-۸-١(‏ أن 
مقدار التباين يعتمد على وحدة القياس المستخدمة في البيان الإحصائي مما يجعله غير 
صالح للمقارنة بين عينتين من القياسات من حيث درجة التجانس في كل منها . 
وهناك عامل اخرء إذ بالرغم من استخدام وحدة القياس نفسها في البيانين اللذين نريد 
مقارنتهاء إلا أن طبائع الأمور قد تجعل أرقام البيان الأول كبيرة» وأرقام البيان الثاني 
صغيرة . كأن يتضمن البيان الأول أوزان مجموعة من العجول بالكيلوغرام» ويتضمن 
البيان الثاني أو زان مجموعة من الفراريج بالكيلوغرام أيضا . ونوضح بالمثال التالي : 
مثال )۲٣-۱(‏ 
في مزرعة خسة عجول» وعشرون فروجاء سجلنا الأوزان ضمن كل مجموعة 
بالكيلوغرام فحصلنا على البيانين التاليين : 
;281.40 ;280.75 :283.00 ;280.40 ;285.50 : العحول 
;105 ;105 ;145 ;135 ;095 ;140 ;1.50 : الفراريج 
;1.10 ;1.00 ;1.45 ;1.35 ;1.50 :1.45 ;0.99 
;1.20 :1.00 ;145 ;1.10 ;1.35 ;1.25 


۹۸ الإإحصاء والاحتمال 


احسب المتوسط والتباين والانحراف المعياري لكل منها . 


282.21 4.7 2.09 
1.26 0.06 0.19 


ولو استخدمناء في المشال السابق» الانحراف المعياري للمقارنة والحكم على 
درجة تجانس كل من البيانين» لاستنتجنا خطأ أن مجموعة الفراريج أكثر تجانسا من 
مجموعة العجول» لأن انحرافها المعياري» وبالتالي تباينهاء أصغر بكثير. ولكن صغر 
الانحراف المعياري للفراريج» يعود إلى صغر أوزان الفراريج بالمقارنة مع أوزان 
العجول» ولیس لكونها أكثر تجانسا. 


الحل 





وسنعرف الآن مقياسا يسمى معامل التغير» وهو لا يعتمد على وحدة القياس 
المستخدمة» ولا يتأثر بكون القياسات كبيرة أو صغيرة» مما يجعله صا حا لمقارنة درجتى 
التجانس في عينتين من القياسات» وذلك بصرف النظر عن طبيعة هذه القياسات أو 


تعريف معامل التغير 


معامل التغير. ونرمز له بد 6.0 )2 لجملة من القياسات متوسطها XxX‏ 3 وانحرافها 
المعياري5 » هو بالتعريف : 


0 
تدواع‎ 
: xX 


ونعلم من خواص المتوسط وخواص التباين أنه إذا ضربنا كل قياس في جملة من 
القياسات بعدد معين» فإن كلا من المتوسط 5 والوإنحراف المعياري 5 ٠‏ سيضرب 


التوزيع الوصفي لحملة من القياسات ۹۹ 


بالعدد نفسه» (أو يقسم على العدد نفسه) وبالتالي ستبقى النسبة س بدون تغيير. وإذا 
كانت أرقام أحد البيانين كبيرة بطبيعتها وأرقام الآخر صغيرة» فإن قيمة 5 xX‏ 


يعطينا الانحراف المعياري لكل وحدة قياس» ما يخلص معامل التغير من أي أثر لحجم 
القياسات . 


مثال (5-1؟) 

في المثال السابق ١(‏ -70)» أحسب معامل التغير لكل من جملتى القياسات 
وقارنهما من حيث درجة التجانس ضمن كل منهما . 
الحل 


2.9 5 
7 .0 = #28221 = (للعجول) .0.2 


قنش كن زر 
0.15 = 126 3 = (للفراريج) .ن.ء 


ويتضح الآن أن مجموعة العجول أكثر تجانسا بكثير من مجموعة الفراريج» فمعامل 
تغيرها 0.007 » بين| معامل تغير الفراريج 0.15 » وهو أكبر من مغامل تغير العجول 
بها ينوف على إحدى وعشرين مرة . 


)١11-١(‏ القيمة المعيارية 


وسننتقل الآن إلى مشكلة أخرى» فلنفرض أن لدينا جملتين من القياسات» 
فكيف يمكن » عند الحاجة» مقارنة قياس من الجملة الأولى بقياس من الجملة الثانية؟ 


وعلى سبيل المثال 

لنفرض أن الجملتين من القياسات هما درجات طلاب الفصل في مادة 
الرياضيات» ودرجاتهم ف مادة اللغة العربية» ونريد مقارنة درجتي طالب معين ف 
المادتين» وإذا فرضنا أن درجته في الرياضيات كانت 70 » وأنها في اللغة العربية 60 » 


٠٠‏ الإحصاء والاحتمال 


فهل يعني ذلك أن تحصيله في الرياضيات أفضل من تحصيله في اللغة العربية؟ المسألة 
هنا نسبية » فقد يكون معظم طلاب الفصل نالوا درجات أعلى من 70 في الرياضيات» 
ولكن قليلا منهم فقط نال درجات تزيد على الستين في اللغة العربية . وني مثل هذه 
الحالة تنعكس الآيّة فنقول» على عكس ما يوحيه الرقمان» إنه كان من المتفوقين في اللغة 
العربية» ومن المقصرين في الرياضيات . والطريقة التي تسمح لنا بمراعاة الواقع 
النسبي» واتخاذ الحكم الصحيح» هي حساب متوسط كل جملة وانحرافها المعياري . 
ثم نرد كل درجة إلى ما يسمى بقيمتها المعيارية» بأن نطرح منها المتوسط ثم نقسم الناتج 
الدرجات؟ أو بعبارة أخرى» نقيس الفرق بين الدرجة والمتوسط بوحدة قياس هي 
الانحراف المعياري للدرجات . ولنفرض في مثالنا هنا أن متوسط درجات طلاب 
الفصل في مادة الرياضيات كان 75 بانحراف معياري يساوي 5 » وأن متوسط 
درجات الطلاب في مادة اللغة العربية كان 52 4 بانحراف معياري يساوي 6 5 
فالدرجة المعيارية فى الرياضيات هى و _- 20-25 والدر جة المعيارية في اللغة 
: . 2 : 
العربية هى وو  ,‏ 52 -60 . وهي أكبر من 1- » أي أن تحصيله في اللغة العربية 
: ٍ 

أفضل . 
تعريف القيمة المعيارية 

إذا كان × وک متوسط حملة من القياسات وانحرافها المعياري» على الترتيب . 
فنعرف القيمة المعيارية لأي قياس » × » من هذه الجملة» بأنها : 

N 
53 


ونلاحظ أن رد حملة من القياسات إلى الشكل المعياري» أو معايرة جملة 
الصحيح . ولبيان ذلك نكتب : 


کن بد , .. ,ر ,× حملة من القياسات متوسطها ‏ وانحرافها المعياري 5 . ووفقا 
لتعريف المعايرة يمكن أن نكتب : 








حيث رمزنا ب :2 للقيم المعيارية. لنحسب الآن: 2 متوسط القيم المعياريةو 2و 


8 1 لها 2 ليما لما _ 
(x, 2(- 0‏ 3 طش 5 ر ےر ع 
i= 1‏ : 

















وهذا يعني أن معايرة جملتين من القياسات تردهما إلى جملتين لما المتوسط نفسهء 
وهو الصفر» والانحراف المعياري نفسه. وهو الواحد. 

بقيت ملاحظة أخيرة» وهى أنه إذا كانت,2 . .. ,22 ,2 القيم المعيارية لجملة 
من القياسات فإن 


3!) 2,- 2( وا‎ sS =(n-Dx1=n- 1 


= 7 


71-1 = 22 
7 = 
أي أن مجموع مربعات القيم المعيارية الجملة من القياسات يساوي عدد القياسات ” 
مطروحا منه الواحد . وسنستفيد من هذه الخاصة في الفقرة القادمة . 


تمارين(١-5)‏ 
)١‏ فيا يلي الأطوال بالسنتيمتر لعشرة أوراق من نبات منزلي : 


0 ,8.9 ,5.9 ,6.1 ,10.8 ,7.8 ,7.0 ,6.5 ;10.2 :10.0 
احسب المدى» ومتوسط الانحراف» والتباين » والانحراف المعياري . 


1۰۲ الاحصاء والاحتهال 


۲) استخدمنا سبعة موازين حرارة لقياس درجة حرارة جسم بالتدريج المئوي . فكانت 
النتائج كا يلي : 
0 - ,4.13 - ,4.09 - ,4.08 - ,4.10 - ,4.09 - ,4.12 - 
احسب التباين والانحراف المعياري . 


جملة من القياسات فوجدته سالبا فاذا تستنتج؟ 


:) في كل ما يى أحسب المدى والانحراف المعياري : 
أ - 103 4281458 
ب- 3-8-2 ,به -,1 -,3 ,5 - 
ج- 3 حرق 0-3,3 ,3 1,2 
تحقق في ( أ ) أنك إذا أخذت متوسط مربعات انحرافات كل قياس عن بقية 
القياسات فإن النتائج يساوي ضعفي التباين . 


٥‏ فيا يلي التوزيع التكراري لعدد القطع المعيبة التي وجدت في 404 صناديق من القطع 
المصنعة. 


12 1011 9 8 7 6 5ك 4 3 2 1 0 عدد القطع المعببة 
1 2 1 3 9 12 18 20 35 589 81 110 53 عدد الصناديق 


| _احسب المتوسط والتباين ومعامل التغير. 
ب احسب الوسيط والمنوال . 








1) إذا كان تباين عينة تتضمن مائة قياس هو 15 » فاحسب مجموع مربعات انحرافات 


۷ تباين عينة من القياسات يساوي 20 . كم يصبح التباين : 
| -إذاضربناكل قياس ب ؟ 
ب۔إذا قسمنا كل قياس على 5 ؟ 


۸ أخذنا عينتين من مجتمعين فأعطتا النتائج التالية : 


العينة الثانية العينة الأولى 
5o‏ 30 
0 = ر3 0= 2 
1= 7 دع 
50 30 
4 =7 ,2 1 = ±2 3 
1 1 


| ۔احسب تباین كل عينة. 


ج_إذا دمجنا العينتين ف عينة واحدة فاحسب متوسط العينة الحديدة ومعامل 
تغيرها. 


)٩‏ احسب نصف المدى الربيعي ومعامل التغير في كل من التمارين ٤‏ » 66 »ء/امن 
مجموعة التهارين .)١-١(‏ 


.)7؟-١( من مجموعة التارين‎ ١ 4 احسب التباين في كل من التمرينين‎ ٠ 


التهارين )١- ١(‏ ثم تحقق من أن 95% تقريبا من القياسات واقع في حدود انحرافين 
معياريين عن يمين ويسار المتوسط . 


١‏ بالإشارة إلى التمرين ۷ من مجموعة التمارين ١(‏ ا احسب التباين والانحراف 
المعياري لنصف قطر رد الفعل لاختبار الليبرومين في كل من التوزيعات الثلاثة . 


) احسب الانحراف المعياري ومعامل التغير لكل من البيانات المعطاة في التهارين 
ك» لاء ٠١‏ من مجموعة الترارين .)١-١(‏ 


5 فيا يلي بيانات تتعلق بمنطقة معينة لعامی ١404‏ و۰٦۱۹‏ . أحسب لكل بيان» 
المدى» والانحراف المعياري» ومعامل التغير. أي البيانات الثلاثة أكثر تجانسا؟ 


متوسط الرطوبة النسبية | متوسط درجة الحرارة 
عند التاسعة صياحا (/) (بالفهرنهايت) 





5) في تجربة لتقدير فائدة مضاد للتسمم في معالجة الكزازء قورنت مجموعة تناولت 
المضاد مع مجموعة لم تتناوله. وقد تم تخصيص المرضى للمجموعتين بطريقة 
عشوائية» وفيها يلي بيان بأعمار المرضى . ارسم مضلع التكرار النسبي المتجمع 
الصاعد لكل من المجموعتين على حدة واستخدمه)| لتقدير العمر الوسيط ونصف 
المدى الربيعي لكل مجموعة . 


75) احسب نصف المدى الربيعي ومعامل التغير في التمرين (5) من مجموعة التهارين 
(۳-۱). 


التوزيع الوصفي لجملة من القياسات 


م يتناول مضاد للتسمم (۸) 


| 19.5 - 5 39.5 - 5 59.5 - 9.5 79.5 - 99.5 


فاحسب المتوسط› الوسيط› المنوال »0 ,@ o,‏ . 


الفئة 





۱°٩۹‏ الإحصاء والاحتهال 


4 كان متوسط معدلات الطلبة المتقدمين لإحدى الجامعات 204 بانحراف معياري 
1 » ومتوسط معدلات الطلبة المتقدمين لجامعة أخرى 21.1 بانحراف معياري 2.8 . 
إذا تقدم طالب معدله 25 إلى كل من الجامعتين ففي أا ستكون فرصة قبوله 
أفضل؟ 

4) في دراسة قام بها مركز للأغذية تبين أن متوسط مقدار الفيتامين 8 في عدد من 
شرائح الخبز هو 0.26 ملغم . بانحراف معياري قدره 0.005 ملغم . استخدم هذه 
المعلومات لإكمال العبارات التالية : 

ما لا يقل عن 25/36 من هذه الشرائح يحتوي على مقدار من فيتامين 8 واقع 
ان 27 وه ا 

- ما لا يقل عن 63/64 من هذه الشرائح يحتوي على مقدار من فيتامين 8 واقع 
Ii‏ 

٠‏ إذا علمت أن معامل تغير بيان إحصائي يتضمن ثانين قياسا هو 0.1 وأن مجموع 
قياساته ۰800 فاحسب مجموع شات القاسات ,ر 

)١‏ قمنا بدراسة زمنية لتحديد الوقت الذي يستغرقه إنجاز عملية معينة في مؤسسة 
صحية . وقد قسنا الزمن الضروري لإنجاز هذه العملية لكل من 40 عاملاء 
ووجدنا أن المنوسط يساوي 12.8 وحدة زمن بانحراف معياري يساوي 1.7 وحدة 
زمن . والمطلوب إعطاء وصف للبيان الإحصائي مستخدما متباينة تشيبيشيف . 


١‏ لديك المعلومات التالية عن أسعار مجموعة من مطاعم الدرجة الأولى في مدينة 


1.50 


0.94 
1.13 
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وأحد هذه المطاعم ويسمى «مطعم التوفير» يقدم وجبة اللحم في مقابل 28 ريالاء 
ووجبة الدجاج ي مقابل 7 ريال ووجبة السمك ٤‏ مقابل 6 ريالاء هل تعتقد 
أن هذا المطعم يسة يستحق الإسم الذي يدّعيه؟ ولاذا؟ 


)1-1١(‏ الارتباط 


ةمدقم)١-١*-1١(‎ 

لدينا مجموعة ”من الأشخاص» ولنفرض أننا قمنا بقياس ظاهرتين لدى كل 
شخص منهاء ورمزنا لقياس إحداهما ب ولقياس الأخرى بر (مثلاء × ترمز 
للطول. ر ترمز للوزن). فحصلنا بذلك على ۸ من أزواج الأعدادء (رر ,) لأول 
شخص ۰ رر رر×)للشخص الثاني » 00 وأخيرا رر ربنة) للشخص الأخير. 


لتب القيم»د من الأصغر إلى الأكبرء ثم لنضع أمام كل قيمة ل قيمة ٠ر‏ الموافقة 

ها. ولنفرض أننا وجدنا يو زمرت ة أيضا من الأصغر إلى الأكبر» فأصغر قيمة ل 
قابلتها أصغر قيمة لر (أي أن الشخص ذا الطول الأصغر كان أيضا ذا الوزن الأصغر 
بين الأشخاص ال« الخاضعين للتجربة)» والقيمة بعد الصغرى ل* قابلتها القيمة بعد 
الصغرى لر ء . . . . » وأخيرا مقابل أكبر قيمة ل × كان بين قيم بر أكبرها . 

ففي مثل هذه الحالة نقول بوجود ارتباط إيجابي كامل بين المتغيرين دو لر أو بين 
الظاهرتين اللتين تقيسانها. وإذا وجدنا عند ترد تيب القيم أن أصغر قيمة ل × قابلتها 
أكبر قيمة لبز. افج يقد ادى ل وتال قن لوان 
وأ خيرا أكبر قيمة ل × قابلتها أصغر قيمة لر. ال درل .جرد اط سل اللي 
بين المتغيرين »ده ر؛ أو بين الظاهرتين اللتين تقيساءه| . وبين هاتين ا حالتين المتطرفتين 
يمكن أن نتصور ترتييبات تمثل درجات مختلفة من الارتباط في الإتجاه الإيجابي أو في الإتجاه 
السلبي. ولو أننا سجلنا قيم بز على ” ورقة صغيرة» وطويناها ثم خلطناها جيدا في 
جعبة صغيرة» وسحبنا عشوائيا ورقة منها ثم سجلنا القيمة المذكورة فيها أمام أصغر 
قيمة ل × وسحبنا ورقة ثانية عشوائيا وسجلنا القيمة المذكورة فيها أمام القيمة بعد 
الصغرى ل× » وهكذا. . . » حتى نصل إلى آخر ورقة بقيت في الجعبة فنسجل القيمة 


لم١٠١‏ الإحصاء والاحتهال 


المذكورة فيها أما أكبر قيمة ل. فيمكن القول» مع مثل هذا الترتيب أو التقابل بين قيم 
× وقيم لر» بعدم وجود أي ارتباط بين الظاهرتين . ويمكن تحري وجود صلة بين 

المتغيرين برسم أزواج القياسات (رنز و) » (ؤظ وج*)» . . . » رر ورو) بيانيا» حيث قيمة 
»هي الإحدائي السيني » وقيمة رالمقابلة هي الإحداثي الصادي . ونحصل بذلك على ه 
نقطة في مستوي الإحداثيات ونسمي الشكل الحاصل «مخطط الإنتشار» . والنظر إلى 
مخطط الإنتثار يولد نوعا من الانطباع البدهي عن درجة الصلة أو الارتباط القائمة بين 
المتغيرين . 


والشكل ٠١ -١(‏ -1) يمثل حالة ارتباط إيجابي مرتفع » ونلاحظ فيه أن النقاط 
تحدد اتجاها واضحا وفق خط مستقيم إلى حد كبير. ولو وقعت النقاط بالضبط على 
استقامة واحدة» لكان الارتباط إيجابيا تاما. والشكل  ١7- ١(‏ ب) يمثل ارتباطا 
إيجابيا منخفضا إذ يكشف المخطط عن نزعة تأخذء إلى حد ماء شكل الحزمة الخطية . 
أما الشكل ٠١-١(‏ ج) فيمثل حالة عشوائية» ولا تكشف عن أية نزعات أو 
اتجاهات واضحة» إذ لا يبدو فيها أي نزوع لاقتران قيم عالية ل×بقيم عالية لبز» وقيم 
منخفضة ل × بقيم منخفضة لر. أو العكس » أي قيم عالية ل بقيم منخفضة لر 
وقيم منخفضة لد بقيم عالية لبر . ويمثل الشكل )١- ١7-١(‏ ارتباطا سلبيا مرتفعا 
إلى حد ماء وهنا أيضاء لو وقعت النقاط على استقامة واحدة لكان الازتباط سلبيا تاما. 
ومن الواضح أنه بين الحالتين المتطرفتين» حالة ارتباط سلبي تام وحالة ارتباط إيجابي 
تام . يوجد ما لا حصر له ولا عد من إمكانات ترتيب النقاط التي تمثل ما لا حصر له 
ولا عد من درجات الارتباط الممكنة بين المتغيرين . 


ولا بد من التمييز بوضوح بين وجود ارتباط مرتفع بين ظاهرتين وبين وجود علاقة 
سببية بينهها. فوجود ارتباط مرتفع لا يعني بالضرورة أن إحدى الظاهرتين هي متنك 
للأخرى؟ إذ قد يكون الارتباط المرتفع بينهما نيتجة لتأثر كل منها بظاهرة ثالثة م تدخل 
في الحساب . 


فمثلاء من المعروف أن هناك ارتباطا مرتفعا بين ظاهرة الابتلاء بعادة التدخين 
والإصابة بمرض سرطان الرئة . وهناك أيضا ارتباط مرتفع بين ظاهرة الابتلاء بعادة 
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(ب ) 





54 ( ج ) 


شكل (۱۔۱۳) 


التدخين وتلون أو اصفرار الأسنان. ولو حصل أن أخذنا بيانا إحصائيا يتضمن درجة 
تلون الأسنان ونسبة الإصابة بسرطان الرئة» وكان هذا البيان في غالبيته من أفراد تلونت 
أسنانهم بفعل التدخين فسنجد ارتباطا مرتفعا بين ظاهرة تلون الأسنان وظاهرة الإصابة 
بسرطان الرئة . وهذا لا يعني بالطبع أن اصفرار الأسنان يؤدي إلى الإصابة بسرطان الرئة 
أو العكس» وقد لا يوجد أي ارتباط إحصائي فعلي بين الظاهرتين» فالارتباط المرتفع 
كان نتيجة لوجود عامل ثالث خفي هو عادة التدخين. 


وسنستعرض الآن إمكانية إيجاد معيار كمي للتعبير عن درجة الارتباط بين 
متغيرين نسميه معامل الارتباط . 


۱1۰ الإإحصاء والاحتمال 


(۲-۱۳-۱) معامل بيرسون للارتباط 

هناك أكثر من صيغة للتعبير عن معامل الارتباط بين متغيرين × ور ؛ ولكنها 
تعرّف جميعها لتأخذ قيمها بين 1- تعبيرا عن ارتباط سلبي تام » (وعندئذ تقع جميع النقاط 
(ر ) على خط مستقيم تتناقص معه قيم بر عندما تزداد قيم ×› وتتزايد بر عندما يتناقص 
×) وبين 1+ تعبيرا عن ارتباط إيجابي تام . (وعندئذ تقع جميع النقاط ر ج) على خط 
مستقيم يزداد وفقا له أحد المتغيرين مع زيادة الآخر ويتناقص مع تناقصه) أما القيمة 
صفر فتعني عدم وجود أي ارتباط أو نزعة أثر أو تأثر بين قيم أحد المتغيرين وقيم المتغير 
الآنحر. ومقياس الارتباط الأكثر استخداما هو معامل بيرسون» ونرمز له عادة ب۸ . 
تعريف معامل بيرسون 

لتكن (ملاءبية) .. . . ,(2,[2*) .(1.ر×) جملة من ۸ من أزواج القياسات . ولنفرض 
أن × ويك هما متوسط قيم المتغير ‏ وانحرافها المعياري» وأن 7 ورك هما متوسط قيم 
المتغير ‏ وانحرافها المعياري . نعرف معامل بيرسون للارتباط بين قيم المتغير × وقيم 








المتغير ربأنه : 
: 8 
1 : 
5١ Z 2‏ ليم 
د 
1= 
حيث 
XxX — %‏ ر ر , 
2 2 
5 و 


وقد رأينا في ختام الفقرة السابقة أن معايرة جملة من القياسات تجعل متوسطها 
صفراء وتباينها الواحد» وأن مجموع مربعات القيم بعد معايرتها يساوي عدد القياسات 
في الجملة مطروحا منه الواحد . وهكذا يمكننا كتابة : 
اد2 د 
i=] i=l‏ 
لنأخذ الآن الحالة الخاصة التي يكون فيها ,2 -, 2 » فعندئذ تقع النقاط 
2م ,بو 20,...,62 , رج) على خط مستقيم هو منصف الربع الأول» ويكون الارتباط 
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1 5 1 5 1 

e EES ١ ° لقي‎ oad E 

1[ 1 1 ا 8 


وإذا أخذنا الحالة الخاصة المتطرفة المقابلة حيث,2 و27 متساويان في القيمة 
المطلقة وختلفان في الإشارة» فعندئذ تقع النقاط (بى 2 ميو 2 20(,...,6 , 2) على خط 
مستقيم هو منصف الربع الثاني » ويكون الارتباط في هذه الحالة سلبيا وتاماء أما 
قيمة ۸فهي 1- » ذلك لأن: 


=1 


0 177 11 
تلمك * كد‎ SETS 2__ (n1) __ 
E 2 a DIA n-1 


ويمكن البرهان» بصورة عامة» أن معامل بيرسون للارتباط يأخذ قيما بين 1 - 
و1+. ويكون 1+ ني حالة ارتباط إيجابي تام و 1 - في حالة ارتباط سلبي تام . 


مثال  ۱(‏ ۲۷) 
لتكن أزواج القياسات التالية : 





احسب معامل بيرسون للارتباط 8 . 


الحل 
ننظم الحدول التالي : 


۱1۲ الإحصاء والاحتمال 


جدول (١۱۔۲۲)‏ 





R= 


5 
32,2 = =1 
i=} 4 


والجدير بالذكر أن 2+9 -يروأن النقاط الخمس: 
(19 ,5) ,(17 ,4) ,(15 ,3) (13 ,2) ,(1,11) تقع على استقامة واحدة. ونلاحظ أن -, 2 


| د 


۴ حساب معامل الارتباط‎ )۳ ١-١ 

عند حساب معامل الارتباط يشكل رد القياسات إلى شكلها المعياري جهدا 
حسابيا مطولا لا مسوغ له. ويمكن تطوير الصيغة المعطاة في تعريف معامل بيرسون 
بعمليات تعويض بسيطة بحيث تأخذ أشكالا مختلفة . 


١‏ -بالتعويض عن 2 2 نجد: 


n 0 0-7‏ لي 

لإ yJ‏ انه 1 ”م 1 

خب کو لے ےو لدم 
ر 7 1= 
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)$ ح بر ) )7# 2x‏ 


1= 
ر كاير ؟ (74-1) 
1= 


وأخخيرا 





حيث #  ,-‏ > ,× )ل سويز =۲ . ويمكن استخدام العلاقة الأخيرة في 
الحسابات . 


مثال (۱ ۲۸) 
لدينا أزواج القياسات التالية : 





الحل 


1١1‏ الإحصاء والاحتمال 


جدول (۱- ۲۳). حساب معامل الارتباط باستخدام الانحرافات عن المتوسط 





=1 i=1 


وبالتعويض من السطر الأخير في الجدول ١(‏ -717) نجد: 


58 م گم 


x 52‏ 134 لي 
ومن المفضل » في الغالب» استخدام صيغة حسابية أخرى تعتمد على القياسات 
ز× وزلا نفسها . وني الحقيقة› نجد بسهولة أن : 


SOx ROYE P= OIE Y-I + # 7) 


=1 =} 


* التفاصيل للقراءة فقط . 
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)سمغ 


R= 





۱۹٩‏ الإحصاء والاحتمال 


ومع أن مظهر الصيغة معقدء إلا أن ج دول الحسابات الضروري لتطبيقها 
يتضمن خمسة أعمدة فقط » وهي تعتمد كليا على القياسات نفسهاء وأسهل صيغة 
للتطبيق عند توفر ألة حاسية . 
مثال(١59-1؟)‏ 

احسب معامل الارتباط ۸# لأزواج القياسات المذكورة في المثال )51-١(‏ 
مستخدما الصيغة التي تعتمد على القياسات مباشرة . 


الحل 
ننظم الجدول التالي : 


وبالتعويض في الصيغة الحسابية التي يمكن أن نكتبها باختصار كا يلي : 


n x ونه )-بر‎ (2y) 


(برع ) - 2y‏ فم )- ىم 


R= 


10 x 288 - 60 x 40 


55ت ا 
x 494 - 602( )10 x 212 - 402(‏ 10( لىء 


. A 1340x< 520 


)4-17-١(‏ معامل سبيرمان لارتباط الرتب 

ذكرنا في المقدمة أنه إذا كان لمتغيرين ×» ر ترتيبان متوازيان أي إذا اتفق ترتيب 
قيم بد مع ترتيب قيم برالمقابلة اتفاقا تاما كنافي حالة ارتباط إيجابي تام وإذا كان لما 
ترتيبان متعاكسان تماما (أصغر قيمة ل × قابلتها أكبر قيمة ل ر » والقيمة بعد الصغرى 
لدقابلتها القيمة قبل العظمى ل بزء وهكذا حتى نصل إلى أكبر قيمة × وفي مقابلها 
أصغر قيمة ل ر) قلنا إن الارتباط سلبي تام . ومعامل سبيرمان لارتباط الرتب يترجم 
بأمانة هذه الفكرة . 
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جدول (14-1): حساب معامل الإرتباط باستخدام القياسات نفسها 





بم انحن O NN‏ عرد اهم الى FQ‏ كن N‏ 


لنفرض الآن عينة من قيم × تتضمن « قياساء فكيف نحدد رتب هذه 
القياسات؟ نكتب في عمود أول“الأزقام المتسلسلة من 1 إلى ٠”‏ وفي عمود جاور نرتب 
قيم × من الأصغر إلى الأكبر» وفي عمود ثالث نكتب أمام كل قيمة ل× رتبة تساوي 
الرقم المتسلسل المقابل لها. ولكن إذا تكررت إحدى قيم × أكثر من مرة فهل نعطي 
القيمة نفسها رتبا مختلفة؟ وإذا بدا مثل هذا الأمر غير مقبول » وهو في الحقيقة كذلك» 
فكيف نتصرف؟ والجواب واضح بالبداهة» ففي مثل هذه الحالة نعتبر رتبة كل تكرار 
لتلك القيمة مساوية للمتوسط الحسابي للأرقام المتسلسلة المقابلة لها. فلنفرضء مثلاء 
أن الأزقام المتسلسلة 4 5» 6» 7 في العمود الأول» قابلها في العمود الثاني 70ء 70 » 270 
0 فتكون الرتبة التي نعطيها لكل من هذه القياسات الأربعة المتساوية هي : 


4+5+6+7 


4 55 


14 الإحصاء والاحتمال 


مثال (۳۰-۱) 
لتكن محموعة القياسات ۰4 ۰7 ۰8 23 ۰12 8› 4» 21 35 c21‏ ۰15 18› 17» 
8 17. 21 . والمطلوب ترتيب هذه القياسات وتحديد رتبة كل منها . 


)560-١(لودح‎ 





وبالطريقة نفسها نرتب قيم لر » وكل رتبة لقيمة من قيم × يوافقها رتبة لقيمة ر 
المقابلة . لنقارن الآن رتب قيم × برتب قيم بز المقابلة ها . فلقد كتبنا رتب × وفق التسلسل 
الطبيعي ومن الأصغر إلى الأكبر» فما هو الحال بالنسبة إلى تسلسل رتب ر؟ هل حققت 
ترتيبا موازياء أي تسلسلا طبيعيا مطابقا لتسلسل رتب × أم طرأ فساد ما على التسلسل 
الطبيعي لرتب بز؟ وما هي درجة أو مدى فساد التسلسل الطبيعي هذا؟ وسنقيس درجة 
أو مدى فساد التسلسل بالعدد 2 » حيث 4 هي رتبة × مطروحا منها رتبة ب المقابلة . 


التوزيع الوصفي لحملة من القياسات ۱۱۹ 


وهكذا يمثل 24 مجموع مربعات الفروق بين رتب × ورتب بر المقابلة هما . ومن الواضح أن 
هذا المقياس لدرجة فساد التسلسل الطبيعى في رتب ر سيكون صفرا إذاء وفقط إذا 
تطابقت رتب × مع رتب ر المقابلة اء وعندئذ نكون في حالة ارتباط إيجابي تام . وعندما 
يكون تسلسل رتب ر الناتج بحيث يبدأ بالأكبر وينتهي بالأصغرء أي عكس التسلسل 
الطبيعي تماماء فإن 4< سيكون أكبر ما يمكن . وهذه الحالة ك أسلفنا هي حالة ارتباط 
سلبي تام . 


ونحتاج الآن إلى تعريف لمعامل ارتباط يعطي القيمة 1+ في الحالة الأولى » والقيمة 
1- في الحالة الثانية» ويأخذ القيمة صفرا في حالة عدم وجود أي ارتباط . والمعامل الذي 
يواجه كل هذه المتطلبات» وسنرمز له ب 5 تییزا له عن معامل بيرسون للارتباط . هو 


م22 


T=1- 


أكبر قيمة ممكنة ل 4< 


فعندما يتطابق الترتيبان يكون 0= 2 و 1= + » وعندما يتعاكس الترتيبان تماما 
يأخذة 54 أكبر قيمة ممكنة له» ويكون: 
(أكبر قيمة مكنة ل 54 ) 2 
1-=1-2= 1اا شاش 1 © 
أكبر قيمة تمكنة ل 5:4 


ويمكن برهان أنه في حالة عدم وجود ارتباط يكون 


أكبر قيمة نمكنة ل5 54 = ”2<4 
أى 0= > . 


وإذا كنا ندرس الارتباط في ” من أزواج القياسات » فيمكن البرهان على أن أكبر 
قيمة تمكنة ل" 4< هي (2)72-1 » وبالتعويض في العلاقة السابقة نصل إلى معامل 
سبيرمان لارتباط الرتب» وهو: 


۲۰ الإحصاء والاحتال 


0 
n(n -1)‏ 
مثال(١1-١*)‏ 
لتكن مجموعة الأزواج من القياسات : 


® اا 
2 25 1 12 20 16 8 8 1 8 ]بر | 


احسب معامل سبيرمان لارتباط الرتب 6 . 


الحل 
)١(‏ نرتب قيم × » ثم نرتب قيم ر في جدولين منفصلين وفق الطريقة الموضحة في 
المثال(١1-١٠*"7).‏ 


8 









1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 


بم 
Oo‏ 

ا 

o 





(۲( ننظم الآن جدولا يتضمن عموده الأول رتب × » ويتضمن عموده الثاني 
رتب رالمقابلة ها (التقابل بين قيم × وقيم برمبين في المثال) . ويتضمن العمود الثالث 
الفرق 4 وهو يساوي الفرق بين رتبة ‏ ورتبة ر المقابلة لها. ويجموع هذا العمود يساوي 
الصفرء ويتضمن العمود الرابع مربعات الفروق4 » ومجموع هذا العمود هو < . 
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الانتثار. 





۱۲۲ الإحصاء والاحتهال 





)١‏ لدى مدرس قناعة بأن قائمة من أسئلة «الخطأ والصواب» ستعطيه من المعلومات 
عن كفاءة الطلاب في مادته» مثل ما تعطيه مجموعة من الأسئلة تتضمن تمارين 
ومناقشة . ولكي يثبت وجهة نظره » أعد للطلاب امتحانا يتضمن 25 سؤالا من نوع 
«الخطأ والصواب»» وما تبقى من الامتحان كان تمارين وأسئلة مناقشة. وقسم 
العلامة التامة» وهي 2200 إلى 50 للقسم الأول (خ» ص)» و 150 للقسم الثاني . 
وفيا يلي درجات طلابه الثلائين في كل من القسمين» هل تجد معامل ارتباط مرتفع 
بين المجموعتين من الدرجات؟ وماذا تستنتج؟ ارسم مخطط الانتثار. 


125 22 135 
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۳) فيما يلي قياس الحذاء ×» والوزن بالباوند بر لكل من عشرة طلاب جامعيين : 


150 163 145 155 160 180 150 153 155 140 برالوزن 


0 95 85 85 11 10.5 10.5 95 9.5 | *قيامسالحذاء 





أ _احسب معامل بيرسون للارتباط » 
ب احسب معامل سبيرمان لارتباط الرتب . 


ارسم مخطط الانتثار ثم احسب معامل الارتباط . 


امل ل د ox‏ يت ا ر 





5) سجلنا لعشرة عمال طباعة كلا من معدل إنتاجه في الساعة من الوحدات الجيدة » + ؛ 
ومعدل إنتاجه فى الساعة من الوحدات المعيبة» ( » فوجدنا ما يل : 





أحسب معامل الارتباط بين ×و 2ا. 


۷) في معرض فني يتضمن ثلاثين لوحة رتب محكان اللوحات حسب| يراه عن درجة 
نجاحها وأعطى كل منه) الرتبة 1 لأفضل لوحة» و 2 لتلك التي تليها في الأفضلية 
حسب رأيه» وهكذا حتى وصلا إلى 30 لأردأ لوحة كل في رأيه . وفيها يلي الرتب التي 


۱۲4 الإحصاء والاحتهال 
أعطاها المحكان لكل من اللوحات الثلاثين . احسب معامل سبيرمان لارتباط 
الرتب . ماذا تستنتح؟ 


11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 إررتبةالمحكمالاول 
14 9 10 7 5 1 لملحكم 


8 17 3 4 2 أرتبةا الثاني 
22 21 0 19 18 17 16 15 14 13 12 أرتبةالمحكمالاول 
30 23 16 21 19 18 12 13 11 15 6 رتبة المحكم الثاني 
5 29 28 27 26 25 24 233 |رتبةالمحكمالاول 

5 24 28 26 7 


2 22 20 29 | رتبةالمحكم الا 





8) فيا يلي درجة مادة الرياضيات ×ودرجة مادة العلوم لكل من عشرة طلاب في 
المرحلة الثانوية : 

x) 5 0 70 6 6 6 40 55 60‏ 
أ-ارسم مخطط الانتثار. 


ب_احسب معامل بيرسون للارتباط بين ×و ر. 
ج_احسب معامل سبيرمان لارتباط الرتب بين دو 7ز. 


4"فيم| يلي تطور انتاج القمح × في المملكة بالاف الأطنان وتطور مجموع القروض 
الزراعية الممنوحة ك3 بملايين الريالات» وذلك بين عامى ۱هو ٤۳‏ ه. 


0 120 125 93 132 153 64 39 42 إنتاجالقمح 2 | 
1 585.6 489.9 269.4 145.5 36.3 19.6 16.6 16.6 |محموع القروض الزراعية بز 
741 412 17 142 إنتاج القمح × 


0 29329 2530.8 1128.6 مجموع القروض الزراعية 0 
أحسب معامل الارتباط بين × و ل[ . 










٠)يعطي‏ البيان التالي معدلات ما قبل الحرب لامدادات الطعام الصافية × » ومعدلات 
وفيات الأطفال رفي عدد مختار من الدول : 


#* مأخوذة من منجزات خطط التنمية الصادر عن وزارة التخطيط في المملكة . ص ۲۰۹ وص 7١7‏ . 
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معدل وفيات | عددالحريرات 
الأطفال لكل | البرمية للشخص 





للشخص الواحد (×)» وبين « معدل وفيات الأطفال لكل 1000 . 


١‏ ني التمرين ١4‏ من مجموعة التمارين .)١- ١(‏ معتبرا عدد الأسرة × وعدد الأطباء بر 
: ارسم مخطط الانتثار. واحسب معامل الارتباط بين × و [. 


)١١‏ يتضمن البيان التالي معدل استهلاك الكحول السنوي بالليتر للشخص الواحد 
عن تزيد أعارهم عن الرابعة عشرة › × » ومعدل الوفاة لكل مائة ألف من السكان 
بمرض تشمع الكبد أو الإدمان» ر » وذلك في مختارات من الدول. ارسم مخطط 
الانتثار لإيضاح وجود رابطة بين المتغيرين × وارز ثم احسب معامل الارتباط 


۱۲۹ الإحصاء والاحتهال 














معدل الوفاة لكل 10 من السكان 
بسبب تشمع الكبد أو الإدمان ( 0 


معدل استهلاك الكحول 
السنوي بالليتر (×) 






فرنسا 
إيطاليا 

ألمانيا الغربية 
استراليا 

الولايات المتحدة 
كندا 

إنكلترة وويلز 
السويد 

اليابان 

هولندا 

إيرلندا 


النرويج 
فنلندا 















الفصل الثاني 
أ تال 


نواجه في معظم ميادين النشاط العلمي وفي الحياة العملية اليومية تجارب 
ومشاهدات وظواهر يمكن أن تتكرر عددا كبيرا من المرات تحت ظروف متشابهة . وني 
كل مرة نهتم بنتائج هذه التجارب والمشاهدات التي يمكن أن تكون كمية» فنسجل 
نتيجة كل مشاهدة على شكل عدد. أو قد تأخذ شكلا كيفيا فنسجل صفة معينة كأن 
نلاحظ مثلا لونا أو نسجل وقوع أو عدم وقوع حادثة أو ظاهرة بعينها متصلة بكل تجربة 
من التجارب التي نتابعها. ويمكنناء بصورة عامة» تعريف التجربة على الشكل 
التالي . ٠‏ 
تعريف التجربة 

التجربة هي كل عملية تودي إلى ملاحظة «مشاهدة» أو قياس . 


ونذكر على سبيل المثال : 
(۱) عند تكرار رمي حجر نرد عادي نحصل في كل مرة على أحد الأوجه : 
لننتا لتنا لننا لتنا لما لما 
ويمكن أن نصطلح على تسجيل العدد 1 نتيجة للتجربة إذا ظهر الوجه الذي نقشت 
عليه نقطة واحدة وتسجيل العدد 2 إذا ظهر الوجه الذي نقشت عليه نقطتان» 
وهكذا. وسنحصل في كل مرة نرمي فيها الحجر على أحد الأعداد 
,1,2,3,4,5,6 


۷ 


۱۲۸ الإحصاء والاحتمال 


(۲) عند قياس طول ووزن مجموعة من الأشخاص لكل منهم العمر والجنس 
نفسيههما فإننا نعبر عن كل ملاحظة بزوج من الأعداد «ز,) فترمز × لقياس الطول و ر 
لقياس الوزن . 


(۳) إذا أخذنا عينة من الانتاج اليومي لمصنع من الفولاذ وقسنا في كل قطعة؛ 
القساوة» المقاومة » نسبة الفحم فستتألف كل ملاحظة من ثلاثة أعداد . 


مثلاء فسنعبر عن كل ملاحظة في زوج من الأعداد. 


(5) إذا كنا نتابع جنس كل طفل يولد في منطقة معينة فإننا سنحصل على نتيجة 
وصفية : ذكر أو أنثى» ويمكن أن نصطلح على التعبير عن هاتين النتيجتين الممكنتين 
بالرقم 1 أو الرقم 0 ونسجل 1 إذا كان المولود ذكرا و0 إذا كان المولود أنثى . 


ونلاحظ في مثل هذه التجارب أن الملاحظات التي نحصل عليها من تكرار 
للتجربة إلى آخر تعاني تذبذبا عشوائيا لا يخضع لأ ي صيغ أو قوانين معروفة . وبصرف 
النظر عن العناية القصوى التي نبذها في كل حالة للتحكم بظروف التجربة وبحاولة 
إخضاعها لإرادة المجرب » فإن النتائج المتعاقبة ستتغير بشكل غير منتظم من ملاحظة 
لأخرى » وبصورة تحجب قدرتنا علن التنبؤ بالنتيجة سلفا. ونقول في مثل هذه الحالات 
إننا نقوم بسلسلة من التجارب العشوائية . 


وعلى الوجه الآتحرء قد نكون في بعض ال حالات على درجة كافية من المعرفة 
الدقيقة بالقوانين التي تتحكم بالظاهرة المدروسة» تبرر لنا التنبؤ الدقيق سلفا بها ستكون 
عليه نتائج تجربتنا. فإذا كانت التجربة » مثلاء هي ملاحظة عدد مرات الكسوف 
الشمسي التي يمكن ملاحظتها من مرصد معين في كل عام فإننا لا نتردد في القيام 
بالتنبؤ هذا العدد» اعتمادا على جداول وحسابات فلكية . وإذا كنا في صدد ملاحظة 
وتسجيل شدة التيار في دائرة كهربائية» فإننا نستخدم القانون الفيزيائي المعروف : 
mi‏ = 0 


الاحتهال ۱۲۹ 


حيث 8 فرق الجهد بين. قطبي الدائرة مقاسا بالفولط ١‏ و ” المقاومة مقاسة 
بالأوم » و : شدة التيار مقاسة بالأمبير. وهو يسمح لنا بوصف ظاهرة فيزيائية وصفا 
دقيقاء فنقول مثلا إن دائرة كهربائية» فرق الجهد بين قطبيها 150 فولط » ومقاومتها 
الكلية 50 أوم» ستكون شدة التيار فيها 3 أمبير. ويبرز نوع مشابه في كل حالة تتوفر لنا 
فيها معرفة القوانين التي تتحكم بالظاهرة التي ندرسها من جهةء وتكون هذه القوانين» 
من جهة أخرى» على درجة من البساطة بحيث نتمكن من تطبيقها عمليا. 


والخاصة المميزة للتجارب العشوائية هي التذبذب غير المنتظم في نتيجة التجربة 
من تكرار إلى أخر» وبالنسبة إلى تجربة عشوائية يجب أن يكون في مقدورنا تحديد مجموعة 
كل النتائج التي يمكن أن يسفر عنها تنفيذ التجربة مرة واحدة» إلا أنه لا يمكن التنبؤ 
سلفا بالنتيجة التي سنحصل عليها من بين تلك المجموعة من النتائج الممكنة. 


وسنرى الآن أنه في وسط هذا التذبذب غير المنتظم الذي تتصف به التجارب 


العشوائية› يبدو لنا خيط من الأمل › يتمثل في ظاهرة نزوع نحو الانتظام على المدى 
البعيد. 


0 ؟) الانتظام الإحصائي 

رأينا أنه لا يمكننا التنبؤ بنتيجة تجربة بمفردها عند القيام بسلسلة من التجارب 
العشوائية» وأن النتائج المتتابعة لتكرار التجربة تحت الشروط نفسها تخضع لتذبذبات 
عشوائية غير منتظمة» إلا أنناعندما تحول اهتامنا من التجارب واحدة فأخرى» إلى 
حمل السلسلة من التجارب التى أجريناها ككل» فإن الأمر يختلف كلياء وتبدو لا 
ظاهرة مهمة جداء نعبر عنها على الشكل التالي : بالرغم من السلوك غير المتتظم 
للنتائج مفردة» فإن معدل هذه النتائج في سلسلة طويلة من التجارب يُظهر انتظاما 
مدهشا. 


ولايضاح الفكرة» نأخذ تجربة قذف قطعة نقود» وسنرمز ب 7 لوجه الصورة» 
وب7 لوجه الكتابة . إذا كرينا التجربة 20 مرة» مثلاء ورأينا أن وجه ال 7 قد ظهر في 12 
منهاء قلنا إن التكرار النسبى لحادثة ظهور الوجه 7 هو 12/20 


۱۳۰ الإحصاء والاحتمال 


وبصورة عامة» إذا كررنا التجربة ۷ مرة وظهر وجه ال ۸7 في ” منها فإن التكرار 
النسبي لظهور وجه ال 77 هو 1/7 . ويوضح الشكل (۲ )١‏ كيف يتغير التكرار 
النسبي 7//77 مع قيم متزايدة لعدد التكرارات 27. . وكا .نرى على الشكل يتذبذب التكرار 
النسبي بشدة من أجل قيم صغيرة ل ×. ولكن هذا التذبذب يصبح أضعف 
فأضعف مع زيادة /ل. . ويثير هذا الشكل الانطباع بأنه إذا أمكن زيادة العدد/ه بلا 
حدود» أي أمكن تكرار التجربة تحت الشروط نفسها بلا تناه» فإن التكرار النسبي 
سيسعى إلى نهاية قريبة جدا من النصف . ٠‏ 





)١-7(لكش‎ 


والخبرة التجريبية تشير» على وجه العموم» إلى أن التكرارات النسبية تسعى إلى 
الاستقرار» عادة» بعد سلسلة طويلة من المشاهدات العشوائية ا متكررة التي تجري تحت 
شروط منتظمة . ونظرة فاحصة عن كثب إلى الحالات التي يبدو ف فيها وكأن مثل هذا 
النزوع إلى الا ستقرار غير صحيح» ستزيح الستار عن نقص أكيد في انتظام الشروط 
التي نكرر تحتها التجربة . وهذا يدفعنا إلى القول إنه إذا أمكن الاستمرار في سلسلة لا 
نباية ها من التكرارات لتجربة عشوائية 8 » مثلاء وسجلنا في كل تكرار وقوع أو عدم 
وقوع حادثة 8 » مثلاء مرتبطة بهذه التجربة» وراقبنا تطور قيمة التكرار النسبي لوقوع 
الحادثة » فسنرى أنه يسعى » بصورة عامة.» إلى قيمة مثالية محددة. وبالطبع فإنه لا 


الاحتال ۱۳۱ 


يمكننا برهان صحة أو عدم صحة هذه المقولة» طالما أنه لا يمكننا أصلا القيام بسلسلة 
من التكرارات لا نهاية لما. إلا أن التجارب تؤيد» بصورة عامة. المقولة التالية الأقل 
دقة› وهي أنه يمكننا أن ننسب إلى كل حادثة ‏ مرتبطة بتجربة عشوائية #ء عددا مر » 
حتى إذا قمنا بسلسلة طويلة من التكرارات للتجربة ب يصبح التكرار النسبي لوقوع 
الحادثة5 مساويا تقريبا ل م .وهذه هي الصيغة النموذجية للانتظام الإحصائي الذي 
يشكل الأساس التجريبي لنظرية الإحصاء . 


(۳-۲) هدف النظرية الرياضية 


عندما نكتشف في مجموعة من الظواهر التى يتطرق إليها النشاط الإنساني» عن 
طريق الملاحظة والتجربة» دلالات كافية على نوع من الانتظام» فإن هذا يدفعنا إلى 
بلورة نظرية رياضية لمئل هذه الظواهر تشكل النموذج الرياضي أو القالب الذي يحتوي 
على الحقائق العملية كافة المستوحاة من معطيات الملاحظة والتجربة . 


وعندئذ تكون نقطة البداية هى أن نختار أكثر حقائق هذا الانتظام بساطة 
وجوهرية ونصوغهاء على شكل مبسط من جهة وبجرد ومثالي من جهة أخر: : 
كموضوعات رياضية تشكل المسلمات أو البديهيات التي نبني عليها نظرية رياضية» 
ونعتبرها في مستوى الحقائق المسلم بها سلفاء ثم نستنتج انطلاقا من هذه المسلمات 
موضوعات أخرى لا نحتاج في عملية استخلاصها إلى غير المنطق الرياضي المجردء 
ودون أيه حاحة إلى العودة إلى معطيات الملاحظة والتجربة . ويشكل مثل هذا البناء 
الذي نستخدم فيه الاستنتاج المنطقي وحذده )2 والذي يتعاظم یوما بعد يوم من خلال 


وكل موضوعة صحيحة تماما من وجهة النظر الرياضية طالما استنتجناها بصورة 
منطقية من المسلمات . إن النقاط والمستقيات والمستويات الخ . التي ترد في علوم 
ل و وت ل . والنظرية البحتة تنتمي 
بشكل كامل | إلى دائرة الأفكار المجردة. وتعالج أشياء وموضوعات رده ومعرفة ة تماما 


شن الإإحصاء والاحتمال 


بالخواص الممنوحة ها من قبل المسلمات . وعلى سبيل المثال» فالموضوعة الإقليدية بأن 
جموع زوايا اثلث يساوي ۲ راديان هي موضوعة صحيحة تماما في صورة مجردة ذهنية 
للمثلث كا تعرفه ال هندسة البحتة . ولكن هذا لا يعني أن مجموع زوايا مثلث واقعي» أو 
مثلث نرسمه على الورق » يساوي × تاما . 


وعلى أية حال» يمكن اختبار قضايا معينة من نظرية رياضية عمليا . إذ يمكن» 
مثلاء مقارنة الموضوعة المتعلقة بمجموع زوايا مثلث بقياس حقيقي لمجموع زوايا مثلثٍ 
واقعى» وإذا حققت الاختبارات المتتالية» و إلى درجة كافية ومرضية من الدقة» توافقا 
بين النظري والواقعي » قلنا إن هناك نوعا من التشابه بين النظرية الرياضية وبناء العالم 
الواقعي . ونتوقع فوق هذا أن مثل هذا التوافق سيبقى قائ| ومستمرا في المستقبل » سواء 
فيا تم اختباره» أو فيا لم يتعرض بعد لامتحان الواقع . ونسمح لأنفسنا بالسير على 
هدى مثل هذا التوقع . وتستمد النظرية قيمتها العملية مما يتوفر لنا من أدلة على 
التوافق الدقيق والدائم بينها وبين حقائق العالم الواقعي . 


والحساب الاحتمالي هو ا لنظرية التي تشكل النموذج الرياضي للظواهر التي 
تتصف بالانتظام الإحصائي . وسنقدم في هذا الفصل طريقة لبناء النظرية الاحتمالية 
باعتبارها نظرية رياضية» وذلك في حالة بسيطة وبمتعة هي في متناول الطالب المبتدىء 
في دراسة الإحصاء والاحتمال وهي حالة فضاء عينة منته . 


(5-0) فضاء العينة و الحادثة 


نفترض دائ أننا قادرون على تحديد كل النتائج التي يمكن أن تسفر عنها التجربة 
العشوائية لو أننا نفذناها مرة واحدة . وسنطلق على مجموعة كل النتائج الممكنة لتجربة 
مصطلح «فضاء عينة» . وسيمثل كل عنصر من هذه المجموعة (أي كل نتيجة ممكنة 
للتجربة) نقطة في فضاء العينة أو اختصارا «نقطة عينة) . ومن البديبي أنه يمكن 
التعبير عن أي حادثة تتصل بالتجربة بدلا لة نقاط العينة (أي بدلالة النتائج الممكنة 
للتجربة). وسنرمز لفضاء عينة بك . 


الاحتمال ۳ 


تعريف فضاء العينة 
فضاء العينة هو مجموعة كل النتائج الممكنة لتجربة . 


تعريف الحادثة 
الحادثة هى مجموعة جزئية من فضاء عينة . 


ويتضح من هذين التعريفين أننا لن نتحدث أبدا عن الاحتمالات إلا في علاقتها 
مع فضاء عينة معطى (أي في علاقتها بتجربة عشوائية معينة). وأن كل ما يمكن أن 
نسميه «حادثة» في نظرية الاحتهال يجب أن يكون مجموعة جزئية من فضاء عينة . لقد 
أصبح لكلمة «الحادثة» الآن معنى جديد يضاف إلى المعاني اللغوية التي نعرفها سابقا. 
فهي الآن مصطلح رياضي شأنها شأن المستقيم والسطح في ال هندسة والمتجه والقوة في 
الميكانيكا والدالة والسلسلة في التحليل والزمرة والحلقة في الجير إلى آخره. الحادثة 
ببساطة هي كائن رياضي مقترن على الدوام باحتمال. 


ولغايات التوضيح وتيسير الفهم سيكون مفيدا أحيانا رسبم مصور بياني يسمى 
مصور قن لفضاء عينة5» وذلك بتمثيل كل نقطة عينة كنقطة هندسية ثم إحاطتها بخط 


مثال )١-7(‏ 
التجربة هى قذف حجر نرد وملاحظة عدد النقاط المنقوشة على الوجه الظاهر. 


ولكتابة فضاء العينة نجيب على السؤال التالي : 
إذا قذفنا حجر النرد مرة واحدة فهاذا يمكن أن تكون النتيجة؟ 


والجواب واضح فالنتيجة إما أن تكون 1 أو 2 أو 3 أو 4 أو 5أو6 . ويكون: 
(6 ,5 ,4 ,3 ,2 ,1) = 3 


۳٤‏ الإحصاء والاحتال 


وبعض الحوادث التى يمكن إيرادها هى » على سبيل المثال لا ا لحصرء 

1 الول عل غده زوجي وللت لل الفادتةن ير 

۲ الحصول على عدد أكبر من 4» ولنرمز هذه الحادثة ب 8» 

» 8 ملاحظة العدد 1» ولنرمز هذه الحادثة ب‎ ٣۳ 

» 2 ملاحظة العدد 2ء ولنرمز هذه الحادثة بر‎  : 

6 ملاحظة العدد 3« ولنرمز هذه الحادثة بو » 

- ملاحظة العدد 4ء ولنرمز هذه الحادثة ب2 

۷ ملاحظة العدد ى ولنرمز هذه الحادثة ب .2 » 

4- ملاحظة العدد 6» ولنرمز هذه الحادثة بم » 


ونلاحظ الفرق بين ا حادثتين 4 و8 من جهة وا حوادث, £ 2۸ و2 ب 2 »ی قاعم 8 
من جهة أخرى . فستقع الحادثة 4 إذا وقعت أي من الحوادث 8 »,8 م8 » أي عندما 
نلاحظ 2 أو4 أو 6وهكذا يمكن تفكيك الحادثة 4 إلى مجموعة من الحوادث الأبسط. 
ونقصدر 8 »,86:8 . وكذلك ستقع الحادثة 8 إذا وقعت أي من الحوادث ۽ £ أوم 8 
ويمكن النظر إليها كمجموعة من الحوادث الأبسط . وفي المقابل نلاحظ أنه من 
المستحيل تفكيك أي من الحوادث ,2 £۰ .و »و8 »و8 »م2 » أي التعبير عن أي منها 
بدلالة حوادث أبسط . وهكذا تسمى الحوادث ¡ £ £2۰ E4۰ E۰‏ ۰ »ع8 » حوادث 
بسيطة (أو حوادث ابتدائية) وحوادث مثل 4 » 8 حوادث مركبة . 


وتبدو بوضوح خاصة مهمة من خواص ال حوادث البسيطة وهي أن تنفيذ 
التجربة يؤدي إلى واحدة وواحدة فقط من الحوادث البسيطة» فعندما نقذف حجر النرد 
سنحصل حتما على 1 أو 2 أو 3 أو 4 أو 5 أو 6 » ولا يمكن أن نلاحظ في الوقت نفسه 
أكثر من واحدة من هذه الحوادث البسيطة . 


وبصورة عامة» كل نقطة عينة بمفردها من فضاء عينة 5 هي بالطبع مجموعة 
جزئية من 5 © أي حادثة» ومثل هذه الحوادث سنسميها دائا حوادث بسيطة أو 
حوادث ابتدائية . 


الاحتمال و 


وبهاأن ی حو و ى ىى فإن تعريف الحادثة ينطبق أيضا على المجموعة 
الخالية #وعلى فضاء العينة ك . وتسمى والحادثة المستحيلة وى الحادثة الأكيدة. ومن 
الواضح أنه يمكن التعبير عن أي حادثة غير مستحيلة (غير الحادثة 4) بدلالة حوادث 
مثال(5؟ -؟) 





شكل (1-7). مصور فن لتجربة قذف قطعة نقود مرتين . 


التجربة هي قذف قطعة نقود مرتين متتاليتين وتسجيل النتيجة . 
|) اكتب فضاء العينة 
ب) ارسم مصور قن ٍْ 
ج) عبر عن كل من الحوادث التالية بدلالة نقاط العينّة . 


: الحصول على وجه ال 27 مرة واحدة . 

8: الحصول على وجه ال 7 في القذفة الثانية» 

> : الحصول على وجه ال ٨1‏ مرة واحدة على الأقل » 

2: الحصول على وجه ال 87 مرة واحدة على الأكثر» 

ع : الحصول على وجه ال ۸1 مرة واحدة على الأقل وعلى وجه ال 7 مرتين . 


الخل 

فضاء العينة هو مجموعة كل النتائج الممكنة عند تنفيذ التجربة مرة واحدة. أي 
للحصول على فضاء العينة اسأل نفسك السؤال التالي : لو أنني قذفت قطعة نقود مرتين 
فا هي النتائج التي يمكن أن أحصل عليها؟ 


ونرمز للنتائج عادة باختصار مستخدمين الرمزين ۲1 و 7 في أزواج مرتبة حيث 
يرمز الحرف الأول لنتيجة القذفة الأولى والحرف الثاني لنتيجة القذفة الثانية . 


والنتائج الممكنة هي : 
(1 ,)أي وجه ال 7 من القذفة الأولى و 8 من القذفة الثانية» 
(1 ,2) أي وجه ال 7 من القذفة الأولى و 8 من القذفة الثانية» 
7 8) أي وجه ال من القذفة الأولى و 7 من القذفة الثانية» 
7 :)أي وجه ال 7 من القذفة الأولى و 7 من القذفة الثانية» 
ويكون فضاء العينة : 
S = {CH, H),(T, H),CH, 72,3: 10(‏ 
وهذا يكاىء قولنا : 
القذفة الأولى يمكن أن تسفر عن 8 أو 7 نضعها في وضع رأسي فوق بعضها 
ونضع إشارة استفهام في الموضع الثاني المخصص لنتيجة القذفة الثانية ثم نستعيض عن 
إشارات الاستفهام مرة ب ۲1 ومرة ب 1 لنجد : 
(H, H) ,(H, 0‏ 
H), (7, T)‏ 7( 
أو يمكن تثیل نتائج القذفة الأو لى على محور السينات ونتائج القذفة 
الثانية على محور الصادات ثم تحديد فضاء العينة المطلوب كبيان لحاصل الجداء 
الديكارتي للجموعة (7 ,)في نفسهاء (انظر الشكل 7-") . 
ولكتابة حادثة بدلالة نقاط العينة» أي كمجموعة جزئية من 5» نلاحظ أن 
وصف الحادثة يتضمن شروطا أو مواصفات معينة . ووفقا هذه الشروط سنجد. بالنسبة 
إلى كل نقطة عينة» أنها إما أن تحقق هذه الشروط أو المواصفات» وبالتالي تنتمي إلى 


الاحتمال ۱۳۷ 


نتائح الة لقطعة الثانية 


(H, T) (T T7 
+ 





شكل (۳-۲) تمثيل فضاء العينة بيانيا 


الحادثةء أو أنما لا تحقق الشروط المطلوبة وبالتالي لا تنتمي إلى الحادثة . وني الحادثة 4 
نجد أنها تتضمن كل زوج مرتب في 5 يحوي الرمز ١7‏ مرة واحدة (لا أكثر ولا أقل). 
وهكذا نكتب : 
A =((H, T),(T 80‏ 
أًما( ,4) و (7 :7) فلا تنتميان إلى 4 لأنهها لا تحققان شروطهاء ولو أننا نفذنا 
التجربة وحصلنا على نقطة عينة (نتيجة تمكنة) تنتمي إلى 4 » أي حصلنا عل(4,۲) 
أو (77 ,7)» فسنقول عندئذ إن 4 قد وقعت . ولو حصلنا على نتيجة أو نقطة عينة لا 
تنتمي إلى 4 فسنقول إن الحادثة 4 لم تقع . وبالطريقة نفسها نجد أن: 
B ={(H, 7T), )3:70(‏ 
=((H, H), (ZT, H), (H, T))‏ © 
D = (7 H), (H, TCT, 7))‏ 
ه- } E={‏ 
لاحظ أنه لا توجد أي نقطة عينة محققة لشروط 8 فهى حادثة غير مكنة أو 
مستحيملة . ٠‏ 


-. 


ونلاحظ أنه لو كانت التجربة قذف قطعة نقود ثلاث مرات فإن الرسم البياني 
سيحتاج إلى ثلاثة محاور ويصبح تطبيق طريقة الرسم معقدا. ومع أربع قذفات لا تعود 


۴۸ الإحصاء والاحتمال 


طريقة الرسم البياني محدية . ولكن الطريقة المذكورة أولا تبقى صالحة للتطبيق . ففي 
جر بة ثلاث قذفات يكون عدد النتائج الممكنة 8 - 2 وتتحضل عليها بكتابة التائج 
الاربع من اجل قذفتين» وتكرارها مرة مع إضافة لثم اخرى مع إضافة 7 وفي تجربة 
أربع قذفات نكرر النتائج الثاني لثلاث قذفات مرة مع إضافة ۸1 ومرة مع إضافة 7 
لنحصل على النتائج الست عشرة الممكنة في هذه الحالة» وهكذا. . . 


مثال (؟-”7) 
التجربة هي قذف حجر نرد مرتين . 

ااك اة 

ب عر عن الحوادث التالية بدلالة نقاط العينة . 

: الحصول على مجموع يساوي 7 ١‏ 

: الفرق بين العددين الناتجين يساوي بالقيمة المطلقة 1. 

: الحصول على مجموع يساوي 9 على الأقل» 

: الحصول على 1 في القذفة الأولى» 

: الحصول على جداء يساوي 6 على الأكثر» 

: الحصول على مجموع أقل من 2. 

ج عبر بکلات عن كل من الحوادث الممثلة بالمجموعات الحزئية التالية من نقاط 
العينة : 


kh 5 A 5 >‏ هم 


G ={(1, D, (2, 2(, (3, 3), (4, 4), (5, 5(, (6, 6(( 

H = {(1, 1), (2, 1), (1, 2), )3, 1), (2, 2), (1, 3)} 

1 ={(5,D), (1, 5), (6, 2), (2, 6(( 

J = ))1,4(, (2,4, (3,4), (4,4), (5,4), )6,4(( 

K = {(2, 2), (2, 4), (2, 6), (4,2), (4, 4), (4, 6), (6, 2), (6, 4), (6, 6} 


دلو نفذنا التجربة وحصلنا على النتيجة 36200 حدد وقوع أو عدم وقبوع كل من 
الحوادث المذكورة في ب و ج. 


الاحتهال ۱۴۹ 


امحل 
١‏ فضاء العينة هو الحاصل الديكارتي للمجموعة (1,2,3,4,5,6) ف نفسهاء 
کا في الحدول (۱-۲). 


جدول(١١-١)‏ . فضاء العينة لقذف حجر نرد مرتين 





حيث يرمز الزوج المرتب (2ز , ×) إلى أن النتيجة كانت × من القذفة الأولى و رمن 
القذفة الثانية . وكان يمكن التعبير عن هذه النتائج الست وثلاثين على الشكل التالي : 
(دو /زعددان صحيحان بين 0 و7 :(ر ي)) = 
وبدلا من الجدول (۲ )١-‏ كان يمكن رسم بيان الحاصل الديكارتي واعتماده تمثيلا 
لفضاء العينة. . ويتم ذلك کا في الشكل (۲- )٤‏ حيث تتمثل كل زوج مرتب (كل 
نقطة عينة) من الأزواج الستة وثلاثين المذكورة في الجدول (۲ _ )١‏ بنقطة في المستوى» 


إحداثيها السينى هو العدد الأول من الزوج امن > وإحداثيها الصادي هوالعدد 
الثان . 
ن 


= )6,1(, (5,2), (4,3), (3,4), (2,5), (1,6 
= (2,1), (1,2), )3,2(, (2,3), (4,3), 3,4), (5,4, (4,5, (6,5), (5,6) 
= ))6,3(, (5,4), (4,5), (3,6), (6,4), (5,5), (4,6), (6,5), (5,6, (6,6) 
D ع‎ ))1,1(, (1,2), 0,3), (1,4), (1,5), (1,60) 
= (1,1), (1,2), (1,3), (1,4), (1,5), (1,60, (2,1, (2,2), (2,3), )3,1(, (3,2), 
(4,1), (5,1), )6,1(( 


١5٠‏ الإحصاء والاحتهال 





نتائج الحجر الأول 


شكل (4-7) تمثيل بياني لفضاء العينة في تجربة قذف حجر نرد مرتين 
> : الحصول على العدد نفسه في القذفتين» 
: ا حصول على مجموع يساوي 4 على الأكثرء 
1 : الفرق بين العددين الناتجين يساوي بالقيمة المطلقة 4ء 
ر : الحصول على 4 في القذفة الثانيةء 
× : الحصول على عددين زوجيين . 


د تقع الحادثة أو لا تقع فقا ما إذا كانت نقطة العينة 1.1 تتتمي أو لا تتتمي إلى 
الحادثة» أو ما إذا كانت النتيجة «واحد من القذفة الأول و 
تحقق شروط ومواصفات الحادثة . وهكذا نجد أن : 


4 لم تقع لأن المجموع الناتج (وهو 2) لا يساوي ٠7‏ 
8 لم تقع لأن الفرق بين العددين الناتجين (وهو صفر) لا يساوي 1تالقيمة 
المطلقة» 


›9 م تقع لأن المجموع أقل من‎ C 


١4١ الاحتهال‎ 


2 وقعت لأن القذفة الأولى أنتجت 1» 
£ وقعت لأن جداء العددين الناتجين لا يزيد على 6 
© وقعت لأن© » (1,1)» 
H‏ وقعت لأن ۸1 € (1,1)» 
لم تقع لأن 1 » (1,1)» 
ر تقع لأن ر» (1,1)» 
> لم تقع لأن €۸ (1,1)» 
مثال (۲ ٤‏ ) 
في عملية استطلاع لنسبة المؤيدين لقضية معينة قوبل شخصان» إذا كانت 
إجابة كل منها هي إما «مع» وسنرمز لها ب 1 أو «حيادي» وسنرمز لها ب 0» أو «ضد» 
وسنرمز لها ب 1- 
| _اكتب فضاء العينة هذه التجربة وارسمه بيانيا متخذا المحور الأفقي لإجابة 
الشخص الذي قوبل أولاء والمحور الرأسي لإجابة الشخص الآخر. 
ب عبر كلاميا عن كل من الحوادث الممثلة بالمجموعات التالية من نقاط 
العينة : 
D, )1,0(, )1, -1)‏ ,1) ع A‏ 
B ={-1, -1), (O, O, )1, 1)}‏ 
{C1, 0), (1, 0), 60, -1(, (O, 1), (0, 0)‏ = © 
ج عبر عن الحوادث التالية بدلالة نقاط العينة : 
ا : الشخص الثاني ضد القضية › 
7 واحد منههما على الأقل ضد القضية» 
۷ : أحدهما مع القضية والآحر ضدها. 
الحل 
| فضاء العينة هو الجداء الديكارتي للمجموعة (1,0,1-) في نفسها. أي 
S = {(-1, -1(, (1, 0(, C1, 1), (O, -1(, (O, 0(, (O, 1), (1, -1(, (1, 0), (1, -1((‏ 


والرسم كما في الشكل المقابل 


حل الإإحصاء والاحتمال 





4 : حادثة أن الشخص الأول مع القضية» 
8 : حادثة أن للشخصين الموقف نفسهء 
© : حادثة أن واحدا منهما على الأقل حيادي . 


ج 
U = )©1, -1(, (O, -1(, (1, -1)}‏ 
T ={C1, 1), C1, 0), C1, -1(, (O, -1), (1, -1(‏ 
V ={C1, 1), (1, -1)}‏ 
مثال (0-7) 
التجربة هي قذف قطعة نقود حتى يظهر وجه ال # لأول مرة . اكتب فضاء 
العينة . 


اتل 
يتضمن فضاء العينة عددا غير حدود من النقاط نلاحظ بوضوح أنها كما بلي : 


6م م .د مد يدو 


١ الاحتمال‎ 


فقد لا نحتاج إلا إلى قذفة واحدة حتى يظهر وجه ال # وتنتهي التجربة» وقد نحتاج 
إلى قذفتين حتى يظهر وجه ال # للمرة الأولى أو إلى ثلاث قذفات» أو إلى أربع» 
الخ. . 

مثال(5-7) 


التجربة هي اختيار أسرة بصورة عشوائية وتسجيل عمر الزوج × ثم عمر الزوجة 
لا. اكتب فضاء العينة وعبر عن حادثة «الزوج أكبر سنا من الزوجة». 


الحل 

العمر هو قياس زمني يمثل نقطة على محور الزمن ويمكن وصفه بصورة عامة أنه 
عدد حقيقي موجب» أي ينتمي إلى ۴ حيث يرمز * # لمجموعة الأعداد الحقيقية 
الموجبة . ويمكن التعبير عن فضاء العينة بأنه مجموعة كل الأزواج المرتبة (/ ,) حيث د 
و ر عددان حقيقيان موجبان [انظر شكل (0-7)]. 

(*8 »© برد :وبر S ={(x‏ 
وبيانيا نجد أن 5 هو مجموعة نقاط الربع الأول من مستوى الاحداثيات . وإذا رمزنا 
لحادثة «الزوج أكبر سنا من الزوجة» ب 4 فتكون : 
85 ع نزرد y;‏ < * :بز )) - A‏ 

وبيانيا تتضمن الحادثة 4 كافة نقاط الربع الأول من مستوى الإحداثيات الواقعة تحت 
منضّف الربع الأول [انظر الشكل .])١-۲(‏ 


ر ل 


شكل (5-7) الحادثة 4 شكل (۲- )١‏ فضاء العينة 


١5+‏ الإحصاء والاحتال 


ومن الواضح أن فضاء العينة 5 كما حددناه في المثال (؟ -5) يتضمن من النقاط 
أكثر بكثير ما يمكن أن نواجهه بالفعل في الواقع العمل . إذ يمتد عمر كل من الزوج 
والزوجة بين عددين مألوفين ولا يمتد عمليا بين الصفر واللانهاية» وقد يبدو في الأمر 
بعض الغرابة إلا أنها في الواقع غرابة مقبولة ولابد منها لأنها تتفادى » من جهة» ماهو 
أشد غرابة» لا بل معضلة تفوق قدرتنا. ولا تقدم» من جهة أخرى» أذى لبناء 
النظرية الاحتمالية بل تجعل هذا البناء أكثر يسرا وسهولة» ولإيضاح المعضلة التي 
نواجهها عند محاولة تحديد حد أدنى وحد أعلى لعمر الزوج » مثلاء يكفي أن نتساءل : 
هل يمكن الادعاء أن عمر الزوج يمكن أن يكون 150 عاما » مثلاء ولكنه لا يمكن أن 
يكون 150 وثانية واحدة؟ وهل يمكن الادعاء بأن عمر الزوجة يمكن أن يكون عشر 
سنوات إلا أنه لا يمكن أن يكون عشر سنوات ناقصا ثانيتين؟ 

وبصورة عامة نقول إنه عند تحديد فضاء عيئة لا ضير في أن يتضمن فضاء العينة 
من النقاط أكثر ما ينبغي عمليا. إلا أنه لا يجوز أبدا أن يتضمن أقل مما ينبغى عمليا . 
أي لا يجوز أن نغفل ذكر أو شمول أي نتيجة ممكنة عمليا. وعندما نصف العمر بأنه 
عدد حقيقي موجب نكون مطمئنين إلى أننا لم نغفل أي نتيجة ممكنة إذ لا يمكن أن 
يكون العمر سالبا. وفي الوقت نفسه نتفادى تحديد حد أدنى وحد أعلى للعمرء فالله 
وحده سبحانه وتعالى يعلم » ولا حبط مخلوق بشيء من علمه إلا بها شاء . 


)٥-۲(‏ جير الحوادث 
عرفنا الحادثة كمجموعة جزئية من فضاء عينة» أي مجموعة عناصرها نقاط عينة 
أو نتائج مكنة لتجربة عشوائية . وكل ما يعرفه الطالب عن عمليات الاتحاد والتقاطع 
والفرق مطبقة على المجموعات ٠‏ وعن الخواص المختلفة هذه العمليات؛ ينسحب تاما 
على الحوادث بعد أن نضع كلمة «حادثة» بدلا من كلمة مجموعة . وسنستعرض في هذه 
الفقرة» على سبيل التذكير» هذه العمليات بلغة الحوادث ونقاط العينة . 


(5-5-١)اتحاد‏ حادثتين 
اتحاد حادثتين ۰۸4 8 هو حادثة تتضمن كافة نقاط العينة التى تنتمى إلى 4 أو إلى 
8أ و إليها معا) . ونرمز له ب ۸8 . 


١ الاحتيال‎ 


ونلاحظ في هذا التعريف أن شرط انتماء نقطة عيئة إلى الاتحاد 8ں 4 هو أن تنتمى 
هذه النقطة إلى إحدى الحادثتين دون الأحرى أو أن تنتمى إليهها معاء ولا تكون النقطة 
خارج الاتحاد إلا إذا كانت لا تنتمي إلى 4 و لا تنتمي إلى . وهكذا تكون كل نقطة 
من الاتحاد منتمية إلى واحدة من الحادثتين على الأقل» مما يقترح التعريف التالي للاتحاد 
وهو أيسر وأكثر كفاءة . 


(؟-5-5١)‏ اتحاد حادثتين (تعريف آخر) 
اتحاد حادثتين هو حادثة تتضمن جميع نقاط العينة التي تنتمي إلى واحدة منها 
على الأقل . 


وتتضح كفاءة هذه الصياغة لتعريف الاتحاد من صلاحيته للتعبير عن اتحاد 
ثلاث حوادث أو أكثرء وفي الحقيقة للتعبير عن اتحاد أي عدد من الحوادث حتى ولو 
كان لانبائيا فنقول : 
(6-7-") اتحاد عدة حوادث 
اتحاد ‏ من الحوادث ,رك ,... ,ر 4 , 4 هو حادثة تتضمن كافة نقاط العينة التى 
تنتمي إلى واحدة منها على الأقل : ونرمز له ب 
AO,‏ حرم انا 


1[ -غة 
(4-5-5) تقاطع حادثتين 
تقاطع حادثتين ۸4 و8 هو حادثة تتضمن كافة نقاط العينة التي تنتمي إليها 
معا. ونرمز له ب 8 4١‏ 


(0-5-5) تقاطع عدة حوادث 
تقاطع n‏ من الحوادث برك ,... ,ج 4 ,۸ هو حادثة تتضمن كافة نقاط العينة التى 
تنتمي إليها جميعا. ونرمز له ب 


برك N.N‏ 4 بك A4,=‏ جم 


i=} 


۱٤٦‏ الإحصاء والاحتمال 


(1-0-7) الفرق بين حادثتين 
الفرق بين حادثتين 4و 8 هو حادثة تتضمن كل نقاط العينة التي تنتمي إلى 4 
ولا تنتمي إلى 8 . ونرمز له ب 8 -4. 


(-6-/7) تتمة حادثة 
تتمية حادثة 4 هى حادثة تتضمن كل نقاط فضاء العينة التى لا تنتمى إلى 4 . 
ونرمز لها ب 4 (أو ° 4). 


ونلاحظ أن 7 هي نفي 4» ونعبر عنها أحيانا بقول «ليس 24. كا نلاحظ 
أن ۾ -ى - 7 ٠‏ أي الفرق بين فضاء العينة ك و 4.. ومن الواضح أن الفرق بين 
حادثتين4 و 8 هو قر ١م‏ 4 » أي 4 و ليس 8 . وذلك من عبارة تعريف الفرق . 


(-ه-86) الحادثتان المنفصلتان 
نقول إن الحادثتين منفصلتان إذا كان تقاطعها خالياء أي © -8 )١‏ 4 
وتسمي الحادثتان عندئذ متنافيتان . 


وهكذا يعني تنافي حادثتين أنه لا يمكن وقوعههم| معا . وهذا واضح من عدم 
وجود أية نقطة عينة مشتركة بينهما. أي أنه لا توجد أي نتيجة للتجربة يمكن أن تؤدي 
إلى تحقق (وقوع) 4 و 8 معا. وبعبارة أخرى» ينفي وقوع واحدة منه| إمكانية وقوع 
الأخرى في الوقت نفسه . 


)٩ ١ -۲(‏ تجزئة فضاء عينة 
نقول إن الحوادث غير المستحيلة (غير الخالية) ,88 . . . ۾ 8 تشكل تجزئة 
لفضاء عينة 5 إذا حققت الشرطين التاليين : 
)١‏ 6 در8 0 ij“‏ 
أي أن الحوادث ,8 » 8» . . . »ي 8 متنافية مثنى مثنى . (لا يمكن وقوع 
أي اثنتين منها في وقت واحد) . 


الاحتهال 1١‏ 
k‏ 
؟) 5 U 8,- 8, JBU... U B=‏ 
أي أن اتحاد الحوادث رقءرق» .. Bj.‏ هو فضاء العينة 54 (لابد أن 
تقع واحدة منها) ونعبر أحيانا عن مثل هذه الحوادث بقولنا إنها متنافية فيا بينها 
ومستئفذة . وبعبارة أخرى » تقع واحدة منها فقط ولابد أن تقع واحدة . 


)١-7( تمارين‎ 


)١‏ نقذف حجر نرد وقطعة نقود» اكتب فضاء العينة 5 وحدد نقاط العينة في كل من 
الحوادث التالية : 
4 : ظهور عدد زوجي على حجر النرد» 
8 : ظهور وجه ال #7 على قطعة النقود» 
0 : ظهور وجه ال 7# على قطعة النقود وعدد أقل من 3 على حجر النرد» 
0 : ظهور وجه ال 7 على قطعة النقود وعدد لا يقل عن 3 على حجر النرد. 
ع : الحصول على 4 و8» 
۴ : الحصول على 8 أو 2 » 
0 : الحصول على واحدة على الأقل من الحوادث .D<C cA‏ 
من بين الحوادث 4 » ٠8‏ أي الأزواج متنافية؟ 
۲) قدفنا قطعة نقود ثلاث مرات. اكتب فضاء العينة 5 » وعبر عن الحوادث التالية 
بدلالة نقاط العينة : 
: ظهور وجه ال 7 في القذفة الثانية» 
8 : ظهور وجه ال 7 مرتان على الأقل» 
©: عدد مرات ظهور وجه ال 27 أكبر من عدد مرات ظهور وجه ال 7 . 
0: وقوع 4و قل 
:E‏ وقوع 4او € . 
۳) اخترنا بذرتين من علبة تتضمن خمس بذور. اثنتان منها تنتجان رهورا بيضاء وائنتان 
تنتجان زهورا حمراء وواحدة تنتج زهورا زرقاء. اكتب فضاء العينة 5 . 


۱٤۸‏ الإحصاء والاحتمال 


)٤‏ في الصندوق 1 كرتان بيضاوان وكرة سوداء» وفي الصتدوق !! كرة بيضاء وكرة سوداء 
اخترنا عشوائيا كرة من الصندوق 1 وخلطناها مع كرات الصندوق !1 ثم سحبنا منه كرة 
اكتب قضاء العينة . 


. نسجل عدد مرات طي سلك نحامي قيل أن ينقطع . ماهو فضاء العينة‎ ٥ 


5) في خط إنتاج صناعي نسجل عدد القطع التي فحصناها قبل العثور على أول قطعة 


۷) تقدم شركة خدمات نقل بين مطارين متجاورين» ولديها لهذا الغرض طائرتان 
مروحيتان تقومان برحلات) كل ساعة وعلى مدى الساعات الأربع وعشرين من كل 
يوم . تحمل الكبرى منهما أربعة ركاب بين| تتسع الصغرى لثلاثة فقط . 

-١‏ باستخدام حور إحداثيات بحيث تمثل (ر ,5) حادثة أنه عند إقلاع الطائرتين 
في تمام ساعة معينة كانت الكبرى تقل × راكبا بين يوجد رر راكبا على متن 
الصغرى . ارسم جميع نقاط العينة . 

ب صف بكلات كلا من الحوادث التالية : 

A = ))2,3(, )3, 2), G, 3) (4, 1, (4, 2(, (4, 3(( 
T7 = (O, 0), (1,1, (2, 2(,)3, 3)), 
R = 100, 1), (0, 2), (O, 3), (1, 2), (1, 3), (2, 3} 
V = {(O, 3), (1, 2), (2,1), G, 0} 

ج اكتب نقاط العينة التي تنتمي إلى كل من المجموعات الجزئية التالية من 
فضاء العينة وصف بكلات الحوادث التى تمثلها : 
تار قم AAT TUR cANR‏ 

د أي الأزواج التالية من المجموعات الحزئية يمثل حادثتين متنافيتين؟ 
و7 7٠‏ ولاو )قو Vg ACR‏ 


۸) اخترنا عشوائيا أسرة من مدينة كبيرة ولتكن ۸ حادثة أن الأسرة تمتلك الشقة التي 
تسكنهاء 7 حادثة أن الأسرة لديها أطفال» و ۷ حادثة أن الأسرة تمتلك سيارة. 


١ ٠ الاحتهال‎ 


بالإشارة إلى خطط فن المقابل أذكر (مستخدما رقم المنطقة) المنطقة أو المركب من 
المناطق التى تمثل الحوادث التالية : 
4 : الأسرة تمتلك الشقة ولديها أطفال ولا تمتلك سيارة . 


8 : الأسرة تمتلك الشقة وليس لديا أطفال ولا تمتلك سيارة . 
© : الأسرة لا تمتلك الشقة وتملك سيارة . 

2: الأسرة لديا أطفال . 

E 


: الأسرة لا تمتلك الشقة وليس لديها أطفال ولا تمتلك سيارة . 





: بالإشارة إلى التمرين السابق صف بكلمات الحوادث الممثلة بالمناطق التالية‎ ٩ 

١‏ كل منطقة من المناطق الثاني على حده . (هل تشكل الحوادث الثاني جزئة ل 
055 

ب_المنطقة 1 والمنطقة 2 › 

ج_المنطقة 3 والمنطقة 5 » 

د_المناطق 3 و5و6» 

ه_المناظطق 1و2 و4 و7» 

و-المناطق 4 و6و7 و8. 


. ۷» 7» ۸ بالاشارة إلى التمرين 4 عبر عن كل من الحوادث المطلوبة رمزيا بدلالة‎ ٠ 
: في المثال (؟-١) اكتب الحوادث التالية‎ ۱ 


10۰ الإحصاء والاحتال 
ب8نام ممم مهم سصنام 4-8 مهب قاب 4ه 


۲ في المثال (۲ -”7) اكتب الحوادث التالية : 





ممم ديام D,B-D,‏ لمم م هنا 8م زناه 
ب زناع نام ,0/65 4/١‏ 


1۳( في المثال  7(‏ 5) اكتب الحوادث التالية : 
TTB TIIATN A, UNV, T‏ , 8 نا 7 
هل 8 و ۷ متنافیتان؟ 


ملاحظة 

من الأمثلة المختلفة التى استعرضناها عن فضاءات العينة نلاحظ آنا إما أن 
تحوي عددا محدودا (منتهيا) من نقاط العينة » مثل الفضاءات المذكورة في الأمثلة (؟ - 
۱ (۲-۲) و (۳-۲). أو فضاءات تتضمن ما لا نهاية له من نقاط العينة» إلا أنها 
لا نهاية قابلة للعدء ونقصد بقابلية العد أنه يمكن إقامة تقابل بين نقاط العينة وبين 
مجموعة الأعداد الطبيعية ( . . ,3 ,2 ,1)» ومن الواضح أن وجود هذا التقابل يعني أننا 
نستطيع عد عناصر الفضاء ك» فنقول هذا عنصر أول يليه عنصر ثان ثم ثالث ثم رابع 
وهكذا. . . وهو ما نشاهده في المشال  7(‏ 5). ولكن في المشال )١-۲(‏ نجد فضاء 
يتضمن ما لا نهاية له من النقاطء إلا أنها لا نباية غير قابلة للعد. فالعمر هو قياس 
زمني يمثل نقطة على حور إحدائي اتخذناه حورا للزمن. ونقاط حور مرصوفة إلى جانب 
بعضها بصورة متصلة لا انقطاع فيها ولا فجوات . وسواء على كامل المحور أو على أي 
فترة منه 5 ,4] »لا يمكن الإجابة على السؤال التالي : ما العدد أو القياس الذي يلي 
العدده مباشرة؟ ومهم| حاولنا أخذ عدد قريب من ۾ فسيبقى بينه وبين 4 ما لا يحصى ولا 
يعد من القياسات . أي لو أخذنا » عددا أول في حاولة للعد فإنه يستحيل علينا تحديد 
العدد الشاني . وهكذا نضع اليد على خاصة مميزة لهذا النوع من اللانهايات فنقول إنها 
لانباية غير قابلة للعدّ. ويسمى فضاء العينة فضاء منفصلا إذا كانت مجموعة نقاطه 
منتهية أو لانهائية قابلة للعد. ويسمى فضاء متصلا إذا كانت مجموعة نقاطه لانهائية غير 


١6١ الاحتهال‎ 


قابلة للعد. وسنحصل على فضاء متصل من كل تجربة نستخدم فيهاء للحصول على 
النتيجة» جهازا للقياس . وسنحصل على فضاء منفصل في كل تجربة نلجأ فيهاء للحصول 
على النتيجة» إلى عملية تعداد. وستقتصر دراسة الاحتال في هذا الفصل على فضاءات 
منتهية أي فضاءات منفصلة تتضمن عددا محدودا من النقاط وسنسميه فضاء منتهيا . 


(5-9)* أسرة الحوادث- الحقل 


تسمى المجموعة التي تكون عناصرها مجموعات صفا أو أسرة. وبدلا من أن نقول 
جموعة من المجموعات نقول صفا من المجموعات . إذا عناصر صف أو أسرة هى دائا 
مجموعات . ولو كتبنا الصف أو الأسرة كع على الشكل : ۰ 
(برك ,... روك رول ,4) = کی 
فيجب أن نفهم من هذا أن ,4 ءيك» الخ . هي مجموعات من العناصر. وبا أن كل حادثة 
عبارة عن مجموعة نقاط عينة فسنتحدث عن صف من الحوادث أو أسرة من الحوادث 


(1-5-0١)الحقل‏ 
نقول إن أسرة من الحوادث كع تشكل حقلا إذا تحقق الشرطان التاليان : 
)١(‏ الاأسرة كى مغلقة تحت عملية الاتحاد . (أي أن اتحاد أي حادثتين تنتميان إلى كى هو 
حاثة تنتمي إلى كى أيضا) . وتكتب رمزيا 
لق Be MA , AE AA =¬ AUBE‏ 
مھا تكن 4 و8من يع . 


(۲) الأسر ةع مغلقة تحت عملية التتام (أخذ التتمة) ..(أي أنه إذا كانت 4 تنتمي إلى ى 
فإن 4 تنتمي بدورها إلى كه ). ونكتب رمزيا 
A‏ ع Ae MADA‏ 
مهم| تكن 4 من ګھ . 


# للقراءة فقط . 


ل الإحصاء والاحتهال 

ويمكن البرهان» بسهولة» أن أي حقل من ا حوادث يكون مغلقا تحت عملية 
التقاطع أي أنه إذا كان وى م وى Be‏ فإ نمق 8ح 4 . مهما تكن 4 و 8 م نكى . 
ذلك لأن الاستخدام المتتالي لشرطي تعريف الحقل يسمح لنا بالقول : 


لتكن مو 8 أي حادثتين من ګھ فعندئذ » 


کی ع كاج وق Ac‏ 
AM‏ ع 8 ج BE MS‏ 
ولكن› 
u RF )e f‏ 2 ) دير ء (8 ن 3 ) ديع «Ê ey Ae‏ 
وبما أن 


(Au B) =(4 n 8) 


حسب قانون دي مورغان› فنجد المطلوب . 


مثال (7-7) 
بالعودة إلى المثال (۲- ۲) . 
| اكتب أسرة كافةالمجموعات الجزئية من 5 ومحفق أما و ل رر رز 
ب اكتب أسرة جزئية ة أو أكثر من أسرة الحوادث المذكورة في | حمق شروط الحقل» أي 
تشكل بدورها حقولا من الحوادث . 


الحل 
١‏ لنرمز كع لأسرة كل المجموعات الجزية في 5 فنجد : 
Af = (0, 1011, 10}, (CT; ID}, {CE TD}, (CT, TD}, (CH, HD, (T FH), (CH, H), (CH, TD},‏ 
HD, CI, TY, {CT HD, CH, TD}, 63: HD), CT; TY, (CFL, TY, (CT, TY}, (CH, H),‏ ,لقا 
CT FD, CIH, TD, (CIL HD), CT, H), (C7, TD} (CH, H1), (CH, T), )3: TY}, (CT H),‏ 
(ى (EL T), (7 TD},‏ 
ومن السهل التحقق من أن اتحاد أي حادثتين من الحوادث الست عشرة التي 
تتضمنها الأسرة كع ينتمي بدوره إلى كف . 


\or الاحتال‎ 


ب _لنأخذ الأسرة الجزئية (4.5) فهي تشكل حقلا لأن ى دق ,ي يم 


لنأخذ الآن الأسرة الحزئية التالية ولنرمز لها _ ى : 
TD, )3: HD, CT TY KH, HD,‏ بلقا FF = (0, (CH, HOY, CH, TY, KH, HD, CH, TD,‏ 
(EH), (ITD, KTH), (TT, S)‏ 
وهي تتضمن ثاني حوادث فقط من كه . ومن السهل التحقق من أن اتحاد أي حادثتين 
من ى ينتمي إلى ى . وأن تتمة أي حادثة في ى تنتمي إلى #. فالأسرة ى تشكل 
حقلا من الحوادث . ويمكن كتابة أسر جزئية أخرى تشكل حقولا. (حاول أن تكتب 


واحدة) . 
١‏ أسرة كل المجموعات الجرئية من فضاء عينة 5. وهي أوسع أسرة حوادث يمكن 
تشكيلها من 25 هي دائا حقل . 


۲ - كل حقل ابد أن يتضمن فضاء العينة 5 كأحد عناصره» فهو عندما يتضمن أي 
حادثة #غير؟ لابد أن يتضمن تتمة 4 » ويتضمن بالتالي ی د 7 ان يم . 

۳ كل حقل لابد أن يتضمن © فهو إذ يتضمن 5 بالضرورة» ىا وجدنا في 7» لابد أن 
يتضمن تتمة 5 أي 4. 

٤‏ - بصورة عامة» يتضمن كل حقل من الحوادث الحادثة المستحيلة © والحادثة الأكيدة 
5. ولو اقتصر الأمر عليهما معا فإنبها يشكلان دائ) حقلا. أي أنه من أجل أي 
فضاء عينة ك فإن الأسرة (5 ,4) تشكل حقلا. 

5 من أجل أي فضاء عينة ك يمكن أن نكتب حقلا أو أكثر من الحوادث فى 5 . 


(5-5-7) الفضاء الاحتمإلي 
الفضاء الاحتمالي هو ثلاثية (5 بى ,5) حيث 5 فضاء عينة أو الحادثة الأكيدة» 
ى أسرة من الحوادث في 5» ۶ دالة عددية معرفة على الأسرة ى وتحدد لكل حادثة 4 من 
الأسرة #عددا حقيقيا يسمى احتالهاء ونرمز له ب( 4) ۲. 


١6 3‏ الإحصاء والاحتهال 


ملاحظات 

١‏ -مسلات الاحتمال هي حقائق أو أحكام نسلم بصحتها أو بمشروعيتها دون الحاجة 
إلى برهان . وتشكل الأساس الذي يقوم عليه بناء النظرية الاحتمالية كنظرية 
رياضية . وتتناول هذه المسلمات الأسرة 3 والدالة 8. ومعظم الكتاب يقتصرون 
عند عرض المسلمات على الخواص التي يجب أن تتمتع بها الدالة #» وهو ما سنقوم 
به في الفقرة القادمة . وتبقى المسلمة المتعلقة ب 2 وكأنها أمر متعارف عليه ضمناء 
وسنعلق عليها ونشرح مضمونها هنا في سياق هذه الملاحظات . 


هذه المسلمة تقول ببساطة إن الأسرة ى في أي فضاء احتمالي هي حقل . وفي 
إطار هذه المسلمة فقط يجوز لنا القول إن اتحاد حادثتين هو بدوره حادثة» وأن 
تتمة حادثة هي الأخرى حادثة» وأن تقاطع حادثتين هو حادثة وهو بالضبط ما 
تضمنته صياغة التعاريف الواردة في الفقرة (7- 6) . 


١‏ - يمكن النظر إلى الدالة ۶ وكأنها آلة مصممة من أجل عناص ر على وجه التحديد. 
وعندما ندخحل ف هذه الآلة عنصرا م نک (أي حادثة) فإنها تخرج لنا عددا هو الاحتمال 
الموافق . 

P 


۳-لدراسة نوع من الظواهر العشوائية احتماليا يكفي تحديد الفضاء الاحتمالي 
( 2 ,5) الموافق لهذا النوع من الظواهر. وهدف النظرية الاحتالية هو إقامة مثل 
هذا الفضاء . ومع تحديد هذا الفضاء يصبح كل ما يبمنا أو يجوز لنا التحدث عن 
احتاله هو عناص ر . والآلة 8 مصممة خصيصا لعناصر كك هذهء وها جميعا 
دون استثناء وهي تستكمل المهمة ا لمطلوبة فتقدم لنا من أجل كل عنصر من 3 
(أي من أجل كل حادثة) الاحتمال المقابل . 


: -المسلمة المتعلقة ب # والقائلة إن حقل تقضى ضمنا ما يلي‎ ٤ 
إذا علمنا احتهال وقوع حادثة 4 فيجب أن نكون قادرين على تحديد احتمال عدم‎ 


الاحتمال ه6١‏ 


وقوعها. أليس 7 عنصرا م ن 9؟ إذا م ستقوم بمهمتها في حالة 7 ) وإذا علمنا 
احتمال وقوع حادثة 4 واحتمال وقوع حادثة أخرى 8 فيجب أن نكون قادرين على 
تحديد احتمال وقوع 4 أو 8 آي احتمال اتحادهما . (أليس 8 ں 4 منتميا إلى ؟ إذا 
ستقوم الآلة بمهمتها في حالة 8ن 4). وكذلك الأمر بالنسبة إلى 628 4. 


4 من الواضح أنه مع الانتهاء من إقامة الفضاء الاحتمالي (5 3 .؟) تبقى علينا مهمة 
ها طابع المهارة التقنية وهي كيفية تشغيل الآلة « الحساب احتمال أي حادثة نريد 
الحصول على احتاها. وستكون مهمة القواعد الاحتمالية المختلفة التي نستنبطها 
هي تصميم آلة م» كفؤة من جهة» وتشغيلها سهل وميسور من جهة أخرى . 
ويجدر التذكير مجددا أننا نتطرق هنا للفضاءات المنتهية فقط . 


(۷-۲) مسلات الاحتال 


رأينا أن التكرارات النسبية تسعى إلى الاستقرار بعد سلسلة طويلة من المشاهدات 
العشوائية التي تجري تحت شروط منتظمة . مما سمح لنا أن ننسب إلى كل حادثة» 
مرتبطة بتجربة عشوائية» عددا يسمى احتمالهاء بحيث أنه عندما نقوم بسلسلة طويلة 
من التكرارات للتجربة» يصبح التكرار النسبي لوقوع تلك الحادثة مساويا تقريبا 
لاحتمالها. وقلنا إن هذه هي الصيغة النموذجية للانتظام الاحصائي الذي يشكل 
الأساس التجريبي لنظرية الاحصاء. كا قلنا إنه عندما نكتشفف. عن طريق الملاحظة 
والتجربة» دلالات كافية على نوع من الانتظام في مجموعة من الظواهر. فإن هذا يدفعنا 
إلى بلورة نظرية رياضية لمثل هذه الظواهرء تشكل النموذ ج الرياضي ٠‏ أو القالب» 
الذي يحتوي كافة الحقائق العملية المستوحاة من معطيات الملاحظة والتجربة . وتكون 
نقطة البداية» عندئذ» هي اختيار أكثر حقائق هذا الانتظام بساطة وجوهرية» 
وصياغتها في شكل مبسط من جهة» وبجرد ومشالي من جهة أخرى » كموضوعات 
رياضية نسميها مسللمات» ونعتبرها في مستوى الحقائق المسلم بها سلفا. وسنعرض الآن 
المسللات التي تقوم عليها نظرية الاحتمال . 


٦‏ الإحصاء والاحتمال 


الملسلات 
0-۱ < (4) م ء مهما تكن الحادثة ۸4. (احتمال أي حادثة غير سالب) . 
1-7 -(5) ۶ » حيث 5 فضاء عينة . (احتمال الحادثة الأكيدة يساوي الواحد) . 
۳ إذا كانت ,4 » و4 حادثتين منفصلتين فإن : 
P(AIUA) =P (A) +P (A)‏ 


(احتمال وقوع واحدة منهما على الأقل يساوي مجموع احتماليها) . 


تعميم المسلمة الثالثة 
ويمكن تعميم المسلمة الثالثة إلى حالة من الحوادث فنقول : 
إذا كانت ,4 » ر4 » . . . » ,4 حوادث منفصلة مثنى مثنى فإن : 
U... U A,) = P (A) + ...+ P (A,)‏ وق نا (Aj‏ م 
أو بصورة رمزية مختصرة : 
1*j‏ ; مخرك حبك : )م ا =( تام 


=] 


ويطلق على المسلمة ”اسم الخاصة الجمعية . 


والحقيقة أن هذه المسلمات مستوحاة من خواص التكرار النسبى . فإذا كررنا تجربة 
عشوائية ۸۷ مرة وراقبنا في كل مرة وقوع أو عدم وقوع حادثة 4» مثلاء ورأينا أن 4 قد 
وقعت في من المرات قلنا إن التكرار النسبي لوقوع 4كان ۸/۸. 


ومن الواضح تماما أن التكرار النسبي لا يمكن أن يكون سالبا. وعندما نقول إن 
الحادثة 4 أكيدة فإنا نقصد أن وقوعها محتم في كل مرة نكرر فيها التجربة. أي أن 
تكرارها النسبى هو الواحد. والمسلمتان الأولى والثانية هما تجريدان لهاتين الحقيقتين 
التجريبيتين» على الترتيب . وينطبق ذلك أيضا على المسلمة الثالثة . وللايضاح نأخذ 
المثال التالى : 


أحمد طالب في كلية العلوم جامعة الملك سعود يؤدي صلاة الظهر كل يوم في 
أقرب مسجد لكان وجوده وقت الظهيرة . لتكن الحادثة 4 هي أن يصلي أحمد الظهر في 


oV الاحتمال‎ 


مسجد المبنى ٤‏ » 42 حادثة أن يصلي أحمد الظهر في مسجد المبنى © . سجلنا على مدى 
ثلاثين یوما تكرار وقوع كل من ورك روا ار وسار رات و ولعت * 
مرات . فالتكرار النسبي لوقوع 4 كان 3 ٠‏ والتكرار النسبي لوقوع ر4 كان & . ولو 
سألنا ما هو التكوو النسيي لحادثة أن يؤدي أحد صلاة الظهر في البنى 4 أو من د 
لكان الجواب بوضوح 3 0 . والتكرار النسبي لوقوع إحدى الحادثتين» 
غل الأقل هو عن التكرارين الت لوقو كل معا . ونلاحظ أن صحة القاعدة 
تعود قطعا إلى توفر شرط أسامي هو أنه لا يمكن وقوع ,4 و42 في وقت واحد. ولي يوم 
معين لو رمزناء مثلاء ب,8 لحادثة أن أحمد زار المكتبة المركزية» وبر8 لحادثة أن أحمد زار 
مطعم الطلاب . ولاحظنا على مدى ثلاثين يوما أن ,8 وقعت 15مرة وأن ر8 وقعت عشر 
مرات» وأنه في خمسة أيام زار كلا من المكتبة والمطعم . فإن التكرار النسبي لوقوع ”,8 أو 
ر8“ » أي أن يزور أحمد المكتبة أو المطعم السو + و لأن الأيام الخمسة 
ER CS‏ مر وا رار اسي الح هوي 
الحقيقة 0 ہے د 1م 2. ولم نستطع تطبيق القاعدة هنا لأن شرط التطبيق غير 
متوافر» فالحادئتان 8 ٠»‏ ور ا > (وقوع إحداهما لا ينفي إمكانية وقوع 
اللأحرى) . 


(AY)‏ نتائج 
بالاستناد إلى مسلمات الاحتمال يمكننا الآن برهان النتائج التالية 


(۱-۸-۲) إذا كانت 4 » 8 حادثتين بحيث أن 8 4 فإن» 


P(B- A) = P(B) - P(A) 


برهان 
B= BAU BA = Au BA : An BA = ¢‏ 


10۸ الإحصاء و الاحتهال 


P(B) = )م‎ Au BA) = )م‎ A) + P( BA) 
P(B- A) = P(BA) = P(B)- P(A) 8 


وهو المطلوب . 


نتيجة (۸-۲-۔ ۲) 
من أجل أي حادثتين 4 » 8 لدينا : 
أ P(A}‏ -هه)م = P( BA)‏ 


P( AB) = P(B)J- P( AB} - ب‎ 


برهان 
من أجل أي حادثتين 4 » 8 لدينا : 
ABC 8 0 ABC A‏ 
والمطلوب يلي مباشرة من النتيجة السابقة . 


نتيجة (۲- ۸ ۳) 


إذا كانت 4 » #8حادثتين وكانت 8 4 فإن (2)8 > (7)۸. 


برهان 
لدينا من النتيجة ١‏ » 
P(B)= P(A) + P(B- A)‏ 
ولكن 0 < (4 -8) ۲ حسب المسلمة »١‏ أي أن (5)8 لا يمكن أن يكون أقل من (4) م 
مادام يساوي (2)4 مضافا إليه عدد غير سالب . 


يمكن التعبير عن النتيجة (8-17- ") بقولنا إنه كلما اتسعت الحادثة (أي تضمنت 
عددا أكبر من نقاط العينة) ازداد احتّال وقوعها. أو بعبارة أبسط يزداد احتمال الحادثة 
كلا اتسعت إمكانيات وقوعهاء أي تعددت الطرق الممكنة التي تؤدي إلى وقوعها. وهو 


١6 الاحتال‎ 


ما نتوقعه بالفطرة السليمة . وبلغة رياضية تقول النتيجة (۳-۸-۲) إن الدالةصع 
وتسمى عادة القياس الاحتمالي » هي دالة غير متناقصة على حقل الحوادث ى . 


نتيحة (۲ ۸ )٤‏ 
لكل حادثة 4 لدينا 
1[ >(4ه >0 


برهان 
لكل حادثة 4 نعلم أن ى ح4 وبتطبيق النتيجة (۳-۸-۲) والاستفادة من المسلمة ۲ 
نجد 1 = (2)5 > (2)4 . أما 0 <(2)4 فيتبع من المسلمة ١‏ . 


نتيحة (8-3- 0) 
0 -(4)م 
برهان 
نعلم أن 5 = یں ووأن م = 5م م 
ومنه 
P (¢ uS)=P (8S)‏ 

والطرف الأيسر يساوي (2)5) + (0) ۲ حسب المسلمة ٠۳‏ أي أن 

P(p)+P(S)=P (S) 


ومن المسلمة ۲ نجد: 
P(p)+1=1‏ 
ومنه 
P(0) =0‏ 
نتيحة )٦-۸-۲(‏ 
لأي حادثة 4 لدينا 


P(A) -1- P(A) 


1۰ الإحصاء والاحتهال 


برهان 
لأي حادثة 4 لدينا ى = 7 بم . 


(5)م = P( Au A)‏ 
وبا أن = 4 مم نجد بتطبيق المسلمة ٣‏ على الطرف الأيس والاستفادة من 
المسلمة ۲ في الطرف الأيمن» 


A) =1‏ )م + A)‏ )م 


1و0 


او 
P(A) =1- P(A)‏ 
نتيجة (۸-۲- ۷) 
لأي حادثة 4 » 8 لدينا : 
P(A) + P(B)- P(AB)‏ = زو P(A u‏ 
برهان 


AB‏ رهم رقم B=‏ يم 
لنفرض أن ۾ = (8ة )م وأن م = (هة اي وأنء = (و)م » 
فعنذئذ 
AB‏ )م + AB) + P( AB)‏ )م = u ABU A8)‏ قم )م = P(Au B‏ 


= a+ b+c 
: وذلك استثنادا إلى المسملة ۳. ولكن من خواص الأعداد الحقيقية يمكننا كتابة‎ 


P(AUB)= جه‎ c+ b+ دن سن‎ (a+ ن‎ + (b+ 0-6 


a+ b= )م‎ AB) + P( AB) = )م‎ AB u AB) = )م‎ ۸4) 
b+ c= P( AB + )م‎ AB) = )م‎ ABu AB) = P( B) 

وذلك بالاستفادة ثانية من المسلمة ۴. وبالتعويض في العلاقة الأخيرة نجد : 

P(A u B) = P(A) + د ر ه)م‎ P(AB) 


الاحتهال 5 


ملاحظة 

تتصف قياسات الطول والمساحة والحجم والوزن وسائر القياسات المشابهة 
بالخاصة الجمعية. إذ لو نظرنا في خريطة مهندس معماري وعليها خطط لغرفتين 
متجاورتين» ومساحة أرض الأؤلى عشرون مترا مربعا ومساحة أرض الثانية ستة عشر 
ترا مربعاء فاتحاد الغرفتين يعطى غرفة جديدة مساحة أرضها 36 = 20 + 16 مترا 
مربعا. وكذلك الأمر عند دمج قطعتين منفصلتين من الفضة في قطعة واحدة فوزن 
القطعة الناتجة هو مجموع وزني القطعتين. والمسلمة الثالثة تقول إن هذه الخاصة الجمعية 
تبقى صحيحة بالنسبة لاحتالي حادثتين منفصلتين. وهي تسمح لنا بالنظر إلى 
احتمالات الحوادث في مخطط فن وكأنها مساحات . وبالتالي فإن ما يصح على جمع 
المساحات نجده صحيحا أيضا على الاحتالات . وعلى الشكل (۷-۲) نجد أن المناطق 





شكل (۲۔ 7) 


1 تّمثلالحوادث ۸5 , 8 ,28 » على الترتيب . وكما أن مساحة الدائرة 4 
تساوي مساحة المنطقة 1 مضافا إليها مساحة المنطقة 2ء فكذلك احتمال الحادثة ۸ 
يساوي احتمال الحادثة 4# » ممثلة بالمنطقة ٠1‏ مضافا إليه احتمال الحادثة 418 
مثلة بالمنطقة 2. ومخطط قن في الشكل (7-1) يلعب دور وسيلة الايضاح التي تيسر 
متابعة وفهم خطوات برهان النتيجة (۷-۸-۲) إلا أنه لا يشكل جزءا من البرهان» ولا 
يجوز أن يكون كذلك . 


۱۲ الإحصاء والاحتهال 


مثال (۲ ۸) 
من أجل أي حادثتين 4 » 8 بين أن : 
.P(A)S P(A UB),‏ 
P(A) > P(A NB).‏ 


نعلم أن 
AN 8‏ دم AC AUB,‏ 
واستنادا إلى النتيجة (۳-۸-۲) نجد المطلوب . 


مثال (94-7) 
بين وجه الخطأ في كل من العبارات التالية : 

| -احتمال أن ينجح خالد في امتحان الفيزياء هو 0.95- 

ب احتمال أن ينجح خالد في مقرر الاحصاء هو 0.9 واحتمال ألا ينجح هو 0.15. 

ج- احتمال أن يفوز الفر يق الوطني لكرة القدم في مباراته القادمة هو 0.75 واحتمال أن 
يتعادل 0.09 واحتال أن يفوز أو يتعادل هو 0.95 . 

داحتال أن ينجح خالد في مقرر الاحصاء هو 0.9 واحتمال أن ينجح في مقرري 
الاحصاء والرياضيات هو 0.95. 


امحل 


| -يتناقض الاحتمال المعطى مع المسلمة الأولى التي تقول إن احتمال أي حادثة لا يجوز 
أن يكون سالبا. 

ب - تناقض الاحتمالات المعطاة المسلمة الثانية . إذ لو رمزنا لحادثة نجاح خالد في مقرر 
الاحصاء ب4 فإن عدم نجاحه يمثل الحادثة المتممة ‏ و 

P(A) = P(S) = 0.9 + 0.15 <1‏ + (2 )م 

(احتهال حادثة + احتمال متممتها يجب أن يساوي الواحد بالضبط دون زيادة أو 
نقصان . ) 

ج - لنرمز ب 4 لحادثة فوز الفريق الوطني لكرة القدم في مباراته القادمة » ولنرمز ب8 
لحادثة تعادل الفريق الوطني لكرة القدم في مباراته القادمة . 


ال ۹۳ 


فيمكن تلخيص المعلومات المعطاة كالتالي : 
5 ح- (8 نا P(A)=0.75; P(B)= 0.09; P(A‏ 
والحادثتان 4 » 8 متنافيتان وحسب المسلمة الثالثة يجب أن يكون ( 8 ا ۸) م مساويا 
لمجموع (4) ”و ( 8) وهو غير متحقق لأن 09. + 0.75 * 0.95 
د لنرمز ب4 لحادثة أن ينجح خالد في مقرر الاحصاء. 
ولنرمز ب8 لحادثة أن ينجح خالد في مقرر الرياضيات . 


لدينا 
P(AB) = 0.95 « 2)4(- 09‏ 
وبا أن 
A‏ يولك 
فلابد أن يكون 
P(AB) < P(A)‏ 


وفق النتيجة (۳-۸-۲). وهذا غير متوفر» (0.9 £ 0.95) 
مثال(؟7-١٠)‏ 


إذا علمت أن 0.55 = (4) ۴ » 0.7 -(8 نب 4) ۶ » 0.35 =( 8) 5 فاحسب 


هم )م , AB)‏ )م , AB)‏ )م 
امحل 
رسم مخطط فن مفيد دائ) في مثل هذه التهارين . إذ يساعدنا على كتابة العلاقات 
التي نحتاجها لحل التمرين . 





۹٤‏ الإحصاء والاحتمال 


نعلم أن 
P(AB)‏ -(8)م + P(AUB) = P(A)‏ 
وهي علاقة تربط بين أربعة مقادير. وإذا علمنا أي ثلاثة منها فيمكن استخدامها 
لحساب المقدار الرابع. لديياهنا(8 ۲)4 و(2)4 و(2)8 والمطلوب 
حساب (2)48. بالتعويض في العلاقة نجد 
P(AB)‏ - 0.35 + 0.55 = 0.7 
ومنه : 
P(AB) = 0.55 + 0.35 - 0.7 = 0.2‏ 
ولدينا أيضا 
AB) = P( 4) - P( AB)‏ )م 
5 = 0.2 - 0.55 = 


AB) = P(B) - P( AB)‏ )مر 


5 .0= 0.20 - 35 .0 
انظر النتيجة (۲-۸-۲) . 


تمارین (۲-۲) 


: ماهو وجه الخطأ في كل من العبارات التالية‎ ١ 
-احتتمال هطول مطر في يوم معين هو 0.6واحتمال وجود رياح نشطة هوة.0‎ | 
.0.85 واحتمال هطول المطر ووجود رياح نشطة هو‎ 
ب -_احتمال أن ينجح سام في مقرر الرياضيات 0.8 واحتمال أن ينجح في مقرر‎ 
.0.9 الرياضيات ويرسب في مقرر الفيزياء هو‎ 
ج_احتال أن تستقبل عيادة طبيب أقل من 5 مراجعين في فترة ما قبل الظهر‎ 
.0.25 هو 0.62 واحتمال أن تستقبل 5مراجعين أو أكثر هو‎ 


١‏ -في دراسة للأحداث الجانحين في مدينة معينة» ترمز ۸ لحادثة أن الجانح ترك 
المدرسة› وترمز © لحادثة أن أسرة الجانح ميسورة الحال. أعرض بكليات الاحتالات 
التي تعبر عنها الرموز التالية : 


الاحتمال ۱6 


P(R’)‏ « ) )م «P(QR)‏ ( 7 ب 0) ط2 ( 7 U 8( P(Q R) < P(Q‏ لومعم 


۳) إذا كانت 2 حادثة أن كتابا جديدا في الإحصاء سيُطبع طباعة ممتازة ؛ و2 حادثة أنه 
سيلقى رواجا في السوق» و۴ حادثة أنه سيجري تبنيه لمقرر جامعي . اكتب كلا من 
الاحتالات التالية بصورة رمزية : ١‏ 

أ احتمال أن الكتاب سيلقى رواجا ويجري تبنيه لمقرر جامعي . 

ب احتمال أن الكتاب سوف لا يطبع طباعة ممتازة ولا يجري تبنيه لمقرر جامعي . 

ج احتمال أن الكتاب سوف لا يطبع طباعة ممتازة ويجري تبنيه لمقرر جامعي . 

د -احتمال أن الكتاب سيطبع طباعة ممتازة ويجري تبنيه لمقرر جامعي . 

ها احتتمال أن الكتاب سيلقى رواجا ولكنه سوف لا يطبع طباعة متازة ولا يجري 
تبنيه لمقرر جامعي . 


: بعد تحليل دراسة تمت ضمن كل من ثلا ث شركات يصرح مديروها با يلي‎ )٤ 
يصرح المدير الأول أن احتمالات زيادة في ميزانية الشركة أو انخفاض في ميزانية‎ 
.0.25 » 0.07 » 0.65 : الشركة» أو بقاء الميزانيةعلى حالتها هي على الترتيب‎ 
»0.38 » 0.14 »0.48 ويصرح المدير الثاني بأن هذه الاحتهالات بالنسبة إلى شركته هي‎ 
.0.38 »0.08 » 0.56 ويصرح المدير الثالث بأن هذه الاحتمالات بالنسبة إلى شركته هي‎ 
. علق على هذه التصريحات من وجهة النظر الاحتمالية‎ 


: ه) الحادثتان 4 و8متنافیتان و 0.12 = (2)4 » 0.60 = (2)8 . أوجد‎ 
.P(A 8 )« P(A U B ) «P(AB) «P(A u B) «P(B ) تماص‎ ) 


: الحادثتان) و 2متنافیتان 0.27 -(©)5 » 0.33 -(7)0» أوجد‎ )1 
.P(C UD )«P(CD7) «P(C D) «P(Cu D) «P(D'°) )ص‎ 


۷) إذا كان 0.2 احتمال أن يبيع معرض سيارات في شهرين ثلاث سيارات على الأقل» 
احسب احتمال أن يبيع في ذلك الشهر سيارتين على الأكثر. 


55 الإحصاء والاحتهال 


: لنفرض أن 0.56 = (5)4» 0.43 = (2)8» 0.18 = (2)48» أحسب‎ )8 
P(AB ) «P(A B) «P(AUB) «P(B ) «P(A ) 


٩‏ احتمال أن يحصل مشترك في المسابقة الدولية لتجويد وتفسير القرآن الكريم على 
جائزة التجويد هو 0.16 واحتمال أن يحصل على جائزة التفسير هو 0.30» واحتمال أن 
يحصل عليه) معا هو 0.09: 
أ-احسب احتمال حصول المشترك هذا على واحدة منهما على الأقل . 

ب احسب احتمال أن يحصل على واحدة منه| فقط . 
ج- احسب احتمال ألا يحصل على أي منها . 


٠‏ إذا كان احتمال هطول مطر في يوم معين هو 0.1 » واحتمال وجود رياح نشطة في 
ذلك اليوم هو 0.05 واحتمال وجود رياح نشطة وهطول مطر هو 0.03» فاحسب 
احتمال : 
| هطول مطر أو وجود رياح نشطة في ذلك اليوم » 

ب ألا يهطل مطر في ذلك اليوم ولا توجد رياح نشطة» 
ج- أن توجد رياح نشطة ولا يهطل المطر في ذلك اليوم . 


: فاأحسب‎ P)48 ° ( = 0.25 )إذاكان 2/3 = (8)ص 1/2 = (8هم)ص»‎ ١١ 
(-48)ط‎ « P(A U 8( « P(A) 


: إذا علمتأن 04 = (۲)۸4» (8 دب ۲)۸ 0.25 = ( ۶)۸8 فاحسب‎ ۲ 
.P(AB’) « P(AB’) «P(B) « P(AB) 


)ماهو وجه الخطأني كل ما يل : 
P(A) = 2 « P(A) =0.48- |‏ . 
ب 1.02 = »P)8(‏ 
ج-0.03 ¬ P(C)‏ 
د 0.45 = «P(AB) = 0.53 P(A)‏ 
ھ-0.87 = )2(4 و 0.79= P(A u 8B)‏ 


الاحتمال ۱۹۷ 


4) احتمال أن يطلب صاحب سيارة واقف في محطة بنزين الكشف على ضغط اهواء 
في العجلات هو 0.12 واحتمال أن يطلب الكشف على زيت المحرك هو 20.29 
واحتمال أن يطلب الأمرين معا هو 0.07. 

أ _مااحتتال أن يطلب صاحب سيارة يقف في المحطة الكشف على العجلات 
أو على زيت المحرك؟ 

ب- ما احتمال أن لا يطلب صاحب سيارة يقف في المحطة الكشف على 
العجلات ولا الكشف على زيت المحرك؟ 

ج-_ما احتال أن يطلب صاحب سيارة يقف في المحطة الكشف على العجلات 
ولا يطلب الكشف على زيت المحرك؟ 


٥‏ يمكن تعميم النتيجة (۸-۲- ۷) إلى حالة حوادث أو أكثر. بين أن: 
P(Au Bu C) = P(A) + P(B) + P(C)— P(AB)- P(AC)- P(BC) + P(ABC)‏ 


(-4)بناء نموذج احتمالي 


الدالة2 لكل حادثة من الحقل # في فضاء احتمالي  ۶(‏ ؟) » وبا ينسجم تماما مع 
المسلات التي وضعنتاها . 


ومن أجل أي فضاء عينة5 » رأينا أنه يمكن تحديد أكثر من حقل من الحوادث » 
وأبسطها هو الحقل (5 , 4)ء وأكثرها اتساعا هو الحقل المؤلف من كافة المجموعات 
الجزئية من 5 . وسنأخذ هذا الحقل بالذات» ولنرمز له فيا بلي ب ک» ونبني عليه 
نموذجا احتاليا . أي نحدد طريقة ميسرة تقودنا إلى معرفة قيمة الدالة م لأني حادثة من 
هذا الحقل #. وبالطبع يمكن» بطريقة ممائلة» تعريف نناذج أخرى في حقول أخرى 
أقل اتساعا . 


لنفرض الآن أن عدد نقاط العينة في فضاء عينة 5 هو / حيث 1 عدد منتهء ولنرمز 
هذه النقاط )2 أو الحوادث الانتدائية» مداخل ول . . . E,‏ من الواضح أن هذه الأسرة 


۱۹۸ الإحصاء والاحتمال 
من الحوادث الابتدائية تشكل تجزئة ل5» فهي منفصلة بعضها عن بعض لأن التجربة 
لا يمكن أن تؤدي إلى نتيجتين مختلفتين في آن واحد» ولأن 


1 
E,‏ لا... لاوط ن E,‏ و کی 


بمقتضى تعريف فضاء العينة ك . وأي حادثة من ل ھی ۰ بوضوح › اتحاد عدد من 
هذه الحوادث الابتدائية المنفصلة. 


إذا خصصنا لكل حادثة ابتدائية ,85 عددا حقيقيا ,م وكانت هذه الأعداد تحقق 
الشرطين: : 
أ0 < بم » غ,... ,1,2 2غ 


1 
2 21 e 
i=1 


نكون قد أقمنا نموذجا احتاليا. إذ نستطيع الآن حساب احتمال أي حادثة من کک كا 
يلي : 


)١-4-7(‏ احتهمال حادثة 


احتهال حادثة هو مجموع الاحتمالات المخصصة لنقاط العينة التي تنتمي إلى هذه 
الحادثة . 


وبعبارة أخر: ى» احتمال حادثة هو مجموع احتمالات الحوادث الابتدائية الداخلة 


في تشكيل هذه الحادئة. 


مثال(؟7-١١)‏ 
في المثال (؟ - 5)» افترض أن الاحتمالات المخصصة لنقاط العينة كانت كما في 


الاحتال 54 


مه | 16 | همه | همه | مه | 16 | 004 | 016 | الاحتال الخصص 














|) تحقق أن الجدول يمثل نموذجا احتاليا . 


ب) أحسب احتالات الحوادث المذكورة ٤‏ الحرئين ب واج من ذلك الخال 1 


امحل 
)١‏ شرطا النموذج الاحتمالي متحققان» إذ لا يوجد احتال سالب ومجموع 
الاحتالات المخصصة لنقاط العينة يساوي الواحد تماما. 


ب) 


P(A) = P((1, -1)D + P((1,0)D + P (C1, -1)}) 
= 0.16 + 0.08 + 0.16 = 0.40 

P(B) = P((C1, -1)D + 2000, 0D + ص‎ ))01, 0D) 
= 0.16 + 0.04 + 0.16 = 0.6 

P(C) = P(C1, 0 D+ P(C, 0((( + P (KO, -1((( + ص‎ ))0, 1D + ص‎ ((O, 0D 
= 0.08 + 0.08 + 0.08 + 0.08 + 0.04 = 0.36 

P(U) = P(C1, -1)}) + P((O, -1((( + P((1,-DD 
= 0.16 + 0.08 + 0.16 - 0 

P(T) = ط‎ ))-1, 1D + P(C1, 0((( + P((6-1D + P((O, -1) + ص‎ )))1,-1«(( 
= 0.16 + 0.08 + 0.16 + 0.08 + 0.16 = 0.64 

P(V)= P((C-1, 1} + 20101, -1((( = 0.16 + 0.16 = 0.32 


مثال (۲۔۱۲) 
في المثال (۲- ۳) افترض أن حجر النرد هو مكعب متناظر تماما ما لا يترك مبررا 
لاختلاف الاحتهال المخصص لنقطة عينة من نقطة إلى أخرى من النقاط الست 








۱۷۰ الإحصاء والاحتهال 


والثلائين في فضاء العينة 5 . [الجدول (۲- .])١‏ وني مثل هذه الحالة يسمى النموذج 
«نموذج الاحتالات المتساوية». 

احسب احتمالات الحوادث المذكورة في ب و ج من ذلك المثال. 
الحل 

وفقا لنموذج الاحتمالات المتساوية نوزع الواحد هنا بالتساوي على النقاط الست 
والثلاثين» فتكون حصة كل منها 1/36. ويكون احتمال أي حادثة في ك هو عدد النقاط 
التي تتضمنها الحادثة مضروبا ب 1/36. وبذلك تكون الاحتالات المطلوبة : 


P( 4) =6 x (8)م 4 د‎ = 10x = 0=, 
)م‎ 0 =10 × = 3 P(D)=6x =. 

0= (ه)م = P(F)‏ 5 - ل × 10= )م 

P(Q =6 x 2-3 P(H) = 6x =, 
Ra (ر)م‎ = 6x d= = 

- ل ×9 = )م 


مثال (۲ ۔۱۳)* 

لنفرض في المثال (۲ -۳) أن اهتمامنا يقتصر على المجموع الذي نحصل عليه من 
القذفتين. أقم على فضاء العينة 5 نموذجا احتاليا يفي بالغرض» واستخدمه لحساب 
احتالات الحوادث التالية : 

7 الحصول على مجموع يساوي 7. 

ا : الحصول على مجموع يساوي 7 على الأكثر. 

: الحصول على مجموع أكبر من 9. 

لنأخذ التجزئة التالية لك : 

B, = (Gû, 1)} 2 المجموع‎ 


* للقراءة فقط 7 


الاحتمال ۱۷۱ 


المجموع 3 })1 ,2( ,)2 ,1)) By.=‏ 
المجموع 4 B, = ))1,3(, (2,2), G,D}‏ 
المجموع 5 ((4,1) ,(3,2) ,(2,3) ,(1,4)) = B,‏ 
المجموع 6 (5,10) ,)4,2( ,(3,3) ,(2,4) ,(1,5)) = Bş‏ 
المجموع 7 ((6,1) ,(5,2) ,)4,3( ,(3,4) ,(2,5) ,)1,6({ = 
المجموع 8 )6,2( ,(5,3) ,(4,4) ,)3,5( ,(2,6)) = ب 
المجموع 9 ((6,3) ,5,4( ,)4,5( ,)3,6(( = Bş‏ 
المجموع 10 (6,4) ,(5,5) ,)4,6( = و 
المجموع 11 (6,5) ,(5,6))) = ور 
المجموع 12 ((6,6)) = ررق 


ونلاحظ أن نقاط العينة التي تؤ تؤدي إلى المجموع نفسه قد صنفت مع بعضها في 
المجموعة الحزئية ذاتها . أي أن كل حادثة من حوادث التجزئة بع EE‏ اا ور 
تتضمن نقاط عينة تؤدي إلى المجموع نفسه . وسنخصص احتالات لهذه الحوادث وفقا 
للقاعدة الموضحة في المثال السابق انسجاما مع الافتراض بأن حجر النرد مكعب تام 
التناظر. وبذلك يكون. 


0 = (وق )5 , كد = (يق)” , 2 = (رق) م , = (يق )۶ , 


3 = ريه )م 
- (ورق )5 ؛ 3 = (وق ) , جل - (وق )5 , = (ب8 )5 , جل = )8 )م 
3 = ( ررق )م 


وسنعرف حقل الحوادث 4 بأنه الأسرة المؤلفة من حوادث التجزئة 
٠ . . . ۰848‏ 8 والحوادث الناتجة عن اتحاد أي حادثتين أو أكثر منها بالاضافة 
إلى # ونعرف الدالة م على هذا الحقل 4 على الشكل التالي : 
احتال حادثة يساوي مجموع الاحت الات المخصصة لحوادث التجزئة التى تدخل 
في تشكيل هذه الحادثة . (لاحظ أن أي حادثة ممكنة يجب أن تكون الآن إحدى حوادث 


V۲‏ الإحصاء والاحتال 


التجزئة أو اتحاد عدد منها) . وبذلك عرفنا الفضاء الاحتالي ( ,ى 5) وحددنا طريقة 
عمل لحساب الدالة 2 لكل حادثة من حقل الحوادث كه . أي أننا أقمنا نموذجا 
احتماليا. ومن الواضح أنه نموذج قادر على الاجابة غلى احتمال أي حادثة تتعلق 
بالمجموع الذي نحصل عليه في القذفتين . وعلى سبيل المثال : 


7(9 - P( #4) = 
P( U) = P(B, U وه‎ U و2‎ U B4 Û Bg U Bg) 
ج‎ P(B,) + P ) 82( + P (By) * P (B4) + P (Bs) + P( Bg) 


1 2 5 4 5 6 21 7 


eT 


2 
P(V) = P( Bo U Bı) = هد + 35 > (رظ)” + (مق)”‎ > 6 ° 2 


ويمكن بالطبع استخدام النموذج (الأعم) الذي أقمناه في المغال )١١  ۲(‏ 
للحصول على احت الات الحوادث ٠7‏ 0 » و۷ وسنجد الأجوبة نفسها. 


تعليق* 

على فضاء العينة نفسه المبين في الجدول (۲ )١‏ » أقمنا نموذجين احتاليين . 
وتجدر ملاحظة أن الحقل ‏ في المشال (؟ )١١‏ يتضمن كل المجموعات الجزئية 
الممكنة منك , أي 2 حادثة» وهو أوسع حقل يمكن تشكيله من؟. والدالة2 في 
ا لمال (۲- ١١‏ )تقدم احتمالا لكل من هذه الحوادث . إلا أن الحقل”/ه في المثال (۲ _ 
۲۳ لا يتضمن إلا جزءا يسيرا من حوادث # . والدالة” في المشال )١١-۲(‏ تقدم 
احتمالات الحوادث في ى . ولو سألنا مثلا: ما احتمال الحصول على النتيجة نفسها في 
القذفتين؟ لما أمكن للنموذج المقام في امال )١١-۲(‏ الإجابة عنه» لأن عبارة 
«الحصول على النتيجة نفسها «ليست حادثة في غرف الفضاء الاحتمالي (/ .كى ,5) 
باعتبارها تمثل مجموعة جزئية غير منتمية إلى الحقل #ه.. وبالتالي ليس ها في عرف 
# للقراءة فقط . 


الاحتهال ۱۷۳ 


هذا الفضاء احتمال . ولكنها في عرف الفضاء ( 2 ى ,5 ) تشكل حادثة لأنها تمثل 
مجموعة جزئية تنتمي إلى حقل الحوادث #. واحتالها ى| حسبناه في المشال (۲ _ )١١‏ 
هو1/6. ولو سألنا في المقابل : ما احتمال الحصول على مجموع زوجي؟ لوجدنا جوابا 
في النموذج المقام في المثال (؟ )١17‏ لأن وصف أو عبارة «المجموع زوجي« يتمثل في 
زر U‏ و8 U 87 U‏ و8 نا و8 By U‏ . أي يمكن التعبير عنه كاتحاد عدد من حوادث 
التجزئة » وبالتالي فهو ينتمي إلى حقل الحوادث ىء أي أنه يمثل حادثة لها في عرف 
الفضاء الاحتالي (2 م ,5) احتمال يساوي 


PFOA FFF PCB FPR) FCB FECA) 


لعو E AO EE‏ ل E‏ للا 
2 36 36 3% 36 36 36 36 


ولهذا السؤال جوابه أيضا في النموذج المقام في المثال (۲- .)١١‏ فالحصول على 
مجموع زوجي يمثل المجموعة الجزئية المؤلفة من جميع نقاط العينة في الجدول (5 )١-‏ 
التي مجموعها زوجي › وعدد هذه النقاط 18. وهي مجموعة جزئية تنتمي إلى ۳ک أي أخها 
حادثة » وبالتالي ها احتمال يساوي» . وفقا لنموذج المثال 2)١75-5(‏ 1/2 = 1/36 × 18. 
وهو الجواب السابق نفسه . 


وني الحقيقة» كل مايمكن للنموذج في المشال )١۳-۲(‏ أن يجيب عليهء 
سيجيب عليه أيضا النموذج «الأوسع» في المشال »)٠١-۲(‏ ولكن العكس غير 
صحيح . فالنموذج في المثال (۲- )٠١‏ صالح للاجابة على حوادث معنية بالمجموع 
المتحصل من القذفتين فقط . وإذا اقتصر اهتّامنا على مثل هذه الحوادث» فمن 
الواضح أنه يمكن اعتماد الفضاء (۶ ع ,5) , لأنه يفي بالغرض . وسنرى في الفصل. 
القادم تجسيدا هذه الفكرة فيا سنسميه بالمتغير العشوائي الذي يولد اعتمادا على 
الفضاء الأصلي» فضاء جديداء لا يُعنى إلا بالقياسات التي يمكن أن يفترضها هذا 
امتغير العشوائي . وسنسمي النموذج المقام في هذا الفضاء الجديد التوزيع الاحتمالي 
للمتغير العشوائي . 


5 الإحصاء والاحتمال 
)٠١-7(‏ نموذج الاحتمالات المتساوية 


كحالة خاصة لنفرض أن عدد النتائج الممكنة لتجربة هو ۸» وأنه ليس هناك ما 
يبرر منح أفضلية لنتيجة من النتائج الممكنة على نتيجة أخرى . فهي جميعها متساوية 
الأفضلية . أو بعبارة أخرى نقول إن فرصة ظهور نتيجة محددة» عند تنفيذ التجربة» هي 
نفس فرصة ظهور أي من النتائج الممكنة الأخرى . وقد رأينا مثالا على ذلك في تجربة 
قذف حجر نرد. وافتراض أن حجر النرد مو مكعب متناظر تماما استدعى القول إن 
لكل من أوجهه الستة الفرصة نفسها في أن يكون الوجه الظاهر عند قذف الحجر. وني 
مثال هذه الحالات نخصص لكل نقطة عينة (نتيجة ممكنة) الاحتمال نفسهء أي نوزع 
الواحد بالتساوي على النقاط ال فتكون حصة كل منها/1/8. لنفرض الآن أن حادثة 4 
تتضمن ” نقطة عينة » فيكون احتّال ۸ حسب التعريف : 


= AX 


=| 


فيك 
N‏ 





وهكذا نكون قد أقمنا نموذجا احتماليا يسمى» لأسباب واضحة تماماء نموذج 
الاحتمالات المنساوية . وني مثل هذا النموذج يكون احتمال حادثة» باختصارء هو 
حاصل قسمة عدد النتائح (أو الحالات) الملائمة» على عدد جميع النتائج (أو الحالات) 
الممكنة» ومنه التعريف التقليدي التالي لاحتمال حادثة : 


(١-٠١ -۲(‏ التعريف التقليدي لاحتمال حادثة 
إذا أمكن لتجربة أن تظهر في ١‏ من الحالات المتنافية مثنى مثنى والمتساوية 
الأقضلية . وكان:: من هذه الحالات يؤدي إلى تحقق حادثة 4فإن احتمال 4 يساوي /(/:. 


مثال (۲ ٤‏ ۱) 
في المشال (؟ _ )١‏ إاذا افترضنا أن قطعة النقود متناظرة تماما فاحسب احتالات 
الحوادث 4 » 8 © » 72 . 


Ve الاحتمال‎ 


الممل 
تناظر القطعة يسمح بتطبيق نموذج الاحتمالات المتساوية أي باستخدام 
التعريف التقليدي للاحتمال فنجد : 
1 2 _- عدد الحالات الملائمة _ )4 P(‏ 
2 4 عدد الحالات الممكنة 
وبصورة ممائلة 
3 3 1 2 
> = (م)ص , 2 - 0)م , 5 = ع - P(B)‏ 
مثال(؟-2١6١)‏ 


يتضمن صندوق أول كرتين بيضاويين وكرة سوداء واحدة . ويتضمن صندوق 
ثان كرة بيضاء وكرة سوداء . سحبنا عشوائيا كرة من الصندوق الأول وخلطناها جيدا مع 
كرات الصندوق الثاني » ثم سحبنا عشوائيا كرة من الصندوق الثاني . ما هو احتمال 
الحصول على كرة بيضاء؟ 


تعيي زا للكرات ذات اللون نفسه بعضها عن بعض نرقمها فنضع الرقم 1 على 
إحدى الكرتين البيضاوين في الصندوق الأول» ولنرمز لها ب١ ٠‏ والرقم 2 على الكرة 
البيضاء الأخرى في الصندوق الأول» ولنرمز ها ب۷ » والرقم 3 على الكرة البيضاء في 
الصندوق الثاني والرقم 1 على الكرة السوداء في الصندوق الأول» ولنرمز ها بر8 
والرقم 2 على الكرة السوداء في الصندوق الثاني » ولنرمز ها بي/. ويمكن الآن كتابة 
فضاء العينةك كا يلي : 


S= { W Wr, Wy Wg, Wı B2, Wa Wa, Wa Ws, W2 B2, B, By, رق‎ Ws, B, B2} 


حيث ترمز نقطة العينةوW‏ ر۷ » مثلاء إلى النتيجة : «سحبنا الكرةر۷ من الصندوق 
الأول . ثم سحبنا الكرة ولا من الصندوق الثاني« . ويتضمن5 تسع نقاط . والسحب 


۱۷٩‏ الإحصاء والاحتهال 


العشوائي من كل من الصندوقين يعني أن لكل من النتائج التسع الفرصة نفسها في أن 
تكون النتيجة التي نحصل عليها عند تنفيذ التجربة . وحصة كل نقطة عينة هي إذا 1/9. 
والحادثة المطلوبة» ولنرمز ها ب4 » تتضمن النقاط التالية : 

4= {Wı ,ولا‎ Wı رولا‎ Wa Wa, Wa Ws, ره‎ Ws) 


ويكون: 


ماكب 


1 1 1 
E ا‎ CT ع‎ 


أو نطبق التعريف التقليدي للاحتمال فنقوم بتعداد النتائج الملائمة وهي النقاط التي 
يكون حرفها الثاني ۷ فنجدها 5 ويكون : 
, عدد الحالات الملائمة 
OEE Ss‏ 
مثال(5-7١)‏ 
لدينا حمس بذورء اثنتان منها تنتجان زهورا حمراء ولنرمز ها ب,/ ور۸. وائنتان 
تنتجان زهورا بيضاء» ولنرمز ه) ب ۷ ۷٠‏ » وواحدة تنتج زهورا صفراء » ولنرمز ها بلر. 
خلطنا هذه البذور جيدا ثم اخترنا منها عشوائيا بذرتين. فما هو احتمال أن تنتجا زهورا 
من اللون نفسه؟ 
فضاء العينة هو: 


الاختيار الثاني 








۱۷V الاحتمال‎ 


وهو يتضمن عشرين نقطة عينة» لكل منها فرصة 1/20 في أن تكون هي النتيجة 
التى يتمخض عنها الاختيار. وعدد النتائج التى تحقق المطلوب» هو عدد النقاط التى 
تتضمن الحرف نفسه» وهو 4 . فالاحتال المطلوب يساوي 4/20=1/5. 


أو كان يمكن الاكتفاء بعشر «حالات» تتضمن كل منها نقطتين فا إذا أغفلنا 
ترتيب الحرفين فيهماء المدلول نفسه. فمثلاء ,۷ ,8 و۴ ۷ تعنيان في الناتج النهائي 
الحصول على بذرتين هما ۷ و ۸ دون أخذ الترتيب الذي حصلنا فيه على W‏ أو ۸ في 
الاعتبار وطالما أن كلا من الحالات العشر تتضمن نقطتي عينة فلهم| أفضليات متساوية 
وفرصة كل منهما هى 1/10. ومن بين هذه الحالات العشر الممكنة نجد حالتين ملائمتين 
فقظ والاحتيال المطلوت يساوي 2/1015 وعو الراب فة الذي خمك ا عليه هذ 
قليل . 

وقد يقول قائل لماذا لا نختصر إلى حالتين فقط فإما أن نحصل على زهرتين من 
اللون نفسه أو تكون الزهرتان من لونين مختلفين؟ فهناك حالتان تممكنتان أحدها 
ملائمة والأخرى غير ملائمة والجواب حسب التعريف هو 1/2. وهو جواب مختلف عن 
الجوابين السابقين المتساويين» وخاطىء طبعا لأن أحد شرطي التعريف (۲- )١-7١‏ 
غير متوفر. فالحالتان هنا متنافيتان فعلا ولكن فرصة إحداهما ۰4/20 بين| فرصة 
الأخرى 16/20. (تتضمن ست عشرة نقطة عينة) أي أن شرط الأفضليات المتساوية غير 


- 


منوكر . 


سؤال 
بالعودة إلى المثال (ه-7١)‏ لنعتبير كل حادئة من حوادث التجزئة حالة فيكون 
لدينا إحدى عشرة حالة ممكنة. ولحساب احتال الحادثة ۷ نجد ثلاث حالات ملائمة 


ويكون الجواب 3/11 وهو جواب خاطیء . لماذا؟ 


)١11-0(‏ الاحتمال الاحصائي 


دقف قظعة لقوق تبدو متوازنة ومتناظرة › مئه مرة ) وسشّجلت النتائج في الجدول 
(۲-۲) » حيث سجلنا التكرار النسبي لظهور كل من وجهي ال 77 وال7. وكا رأينا 


۱۷۸ الإحصاء والاحتمال 


في الفقرة (؟ - ؟) فإن التكرار النسبي سيميل إلى الاستقرار حول قيمة محددة عندما 
نستمر في تكرار التجربة عددا كبيرا من المرات . وني الجدول (۲- ۲) نجد أن التكرار 
المي قريب من 1/2» وهذا ليس مفاجئاء فتناظر قطعة النقود سيجعلنا نتوقع ظهور 
وجه ال1 حولي نفس عدد مرات ظهور وجه ال7. 


جدول (۲۔۲) 


التكرار النسبي المتوقع 
على المدى المطويل من 
قطعة متزنة 





وفي تجربة أخرى» قُذف حجر نرد» يبدو متناظراء 300 مرة» وسجل تكرارظهور 
كل من الأوجه الستة . فكانت النتائج ا في الجدول (؟-7). ونلاحظ اقتراب التكرار 
النسبي لظهور كل من الأوجه الستة من القيمة 1/6. وهذه النتائج غير مفاجئة بدورهاء 
طالما أن حجر النرد يبدو متناظرا ومتزنا. مما يقترح علينا اعتبار التكرار النسبي في 
الجدول (۲- ۲)» تقديرا أوليا لاحتهال ظهور وجه معين من وجهى قطعة النقود عند 
قذفهاء واعتبار التتكرار النسبي» فيا لخدو (۲-_۴)» لظهور وجه معين من آوجه 
حجر الترد تقر ها لاختال ظهور ذلك الو جه عند قذف تمحر الترد: 


وفي الحقيقة. يمكنناء كا رأينا في الفقرة (۲۔ ۲)ء أن نفترض وجود عددم هو 
احتمال وجه ال#. وإذا بدت لنا القطعة متوازنة ومتناظرة تماما فيمكن بطريقة استنتاجية 
القول إن احتمال كل وجه هو 1/2. أما إذا لم تكن القطعة تامة التناظر» كا هو الحال في 
الواقع العمل » فيمكن اللجوء إلى التجربة» فنقذف القطعة عد دا كافيا من المرات» 
ونسجل النتائج كما في الجدول »)١-۲(‏ ثم نعتبر التكرار النسبي لوجه ال١۸‏ كتقريب 
لقيمة م. 








٩ الاحتال‎ 


جدول (۲۔۳) 


التكرار النسبي المتوقع على 
المدى الطويل من حجر نرد متزن 





وفي حالة حجر النرد يمكنناء عند افتراض تناظر الحجر تماماء القول بعدم وجود 
أفضلية لوجه على الآخر» وإن المنطق يدعو إلى الاستنتاج بأن احتمالات ظهور كل من 
الأوجه الستة ولنرمز ها ب,مءيمء . . . »مم متساوية وكل منها يساوي 1/6. ولا كان 
الحجر المتناظر تماما غير موجود إلا في خيلتناء ولا يمكن الوصول إلى صناعة حجر نرد 
متناظر تماما . إلا أنه يمكن أن تكون صناعة الحجر متقنة فيبدو لنا وكأنه متناظر تماما . 
وعندئذ سنستمر في أعتبار 1/6 قيمة تقريبية جيدة لكل من بم ءيم» . . . »6. ولو فرضنا 
الآن أن حجر النرد غير متوازن» وأنه من المؤكد أن أوجهه الستة لا تتمتع بفرص الظهور 
نفسها عند قذف الحجرء ففي هذه الحالة لا يزال ممكنا بالطبع افتراض وجود الأعداد 
مء . . . م إلا أنه لا يمكن تقدير أي منها بطريقة استنتاجية. ولا بد من 
اللجوء إلى التجربة فنقذف الحجر عددا كبيرا من المرات ثم نعتبر التكرار النسبي لذلهور 
كل وجه تقديرا لاحتمال ظهور ذلك الوجه. 

وكا رأينا في مطلع هذا الفصل» فإن معظم الظواهر التي نواجهها في حياتنا 
العملية» هي من النوع الذي لا يمكن التنبؤ بنتائجه سلفا. فلنفرض» مثلاء أننا نريد 
تقدير احتمال أن يكون أول طفل سيولد في مدينة الرياض ذكرا. مثل هذه الحادثة 


تصادفية » ويمكنناء استنادا إلى ظاهرة الانتظام الاحصائي › أن نفترض وجود عدد م 
يسمى احتالها. ولا يمكن» في الواقع العملي» معرفة م تماماء إلا أنه يمكن تقديرها 
بصورة جيدة . ولو عدتاء مثلاء إلى سجلات الولادات في مدينة الرياض لفترة سنوات 
خلت » فوجدنا أن 51% من الولادات كانت ذكوراء فيكون معقولا أن نعتبر 0.51 قيمة 
تقريبية لم. والاحتال الذي نحصل عليه ذه الطريقة يسمى أحيانا الاحتمال 
الاحصائي . 


تمارين (۳-۲) 


)١‏ يتضمن صتدوق ست قطع حمراء من الورق مرقمة من 1 إلى 6» وكذلك ست قطع 
بيضاء من الورق مرقمة من 1 إلى 6. وجميع القطع من الحجم نفسه. سحبنا قطعة 
بصورة عشوائية . ما احتمال أن تكون : 
١حمراء؟‏ ب عليها رقم زوجي؟ ج_حمراء وعليها رقم زوجي؟ 

د حمراء أو عليها رقم زوجي؟ ها ليست حمراء وليس عليها رقم زوجي؟ 


۲) قذفنا حجري نرد. لتكن 4 حادثة الحصول على عدد فردي من القطعة الأولى» و8 
حادثة الحصول على عدد أكبر من 2 من القطعة الثانية . 
احسب (4)ض2 P(AU 8( «P(48) «< P(8)‏ . 


۳) إذا كانت احتالات أن تتلقى عيادة طبيب 0 1ء 2. 3: 4» 5ء 6» 7 أو أكثر من 
المكالمات الماتفية خلال ساعة الظهر هى » على الترتيب» 0.001 0.006 022.ء 
2. 0.091 0.128: 0.149 0.551. فيا هو احتال أنها ستتلقى : 

١‏ أقل من 5 مكالمات؟ ب_ثلاث مكالمات على الأقل؟ 
ج_من 2 إلى 4 مكالمات؟ 


) احتهالات تقويم هيئة المواصفات والمقاييس لأداة مبتكرة للوقاية من التلوث بغاز 
السيارات» بأنها رديئة» مقبولة» جيدة» ممتازة» هى على الترتيب : 0.12ء 0.23ء 


۱۸۱١ الاحتمال‎ 


5 .. احسب احتمال أن يكون تقويمها للأداة : 
| رديئة أو مقبولةء ب على الأقل مقبولةء 
ج جيدة أو ممتازق» د مقبولة أو جيدة . 


5) يعلم صاحب مطعم من خبرته السابقة أن احتمالات أن يطلب زبون بعد تناول 
الغداء» بوظة» معمولاء فطاير بالجوزء فطاير بالقشطة. عصير برتقال» بطيخاء 
هي » على الترتيب» 0.13ء 0.24. 0.09. 0.11. 0.05. 0.07. ما هو احتمال أن يطلب 
زبون ما يلي : 

أ- بوظة أو عصير برتقال؟ 

ب - فطاير بالجوز أو فطاير بالقشطة أو معمول؟ 
ج- بوظة أو معمولا أو عصير برتقال أو بطيخا؟ 
د_لاشىء نما ذكر؟ 

علما أن الزبون يقدم رغبة واحدة فقط . 


5) في التمرين ۷ من مجموعة التهارين )١-۲(‏ لنفرض أن لكل نقطة من فضاء العينة 
الاحتّال نفسه (نموذج الاحتالات المتساوية) احسب احتالات الحوادث التالية : 
.VoR“T<A-|‏ 
ب احسب احت الات الحوادث الواردة في الجزء ج من ذلك التمرين . 


۷ بالاشارة إلى التمرين ۲ أعلاهء لتكن) حادثة الحصول على مجموع زوجي . احسب 
.P(BC) .P(AC).P(C)‏ (© تماص P(Au BU C).P(ABC)‏ 


۸) في التمرين ١‏ من مجموعة التمارين .)١-۲(‏ إذا فرضنا أن حجر النرد وقطعة النقود 
يتصفان بالتناظر التام . 

احسب احتالات الحوادث 4 .0 ء 2 تل ل 6. 

4) في التمرين ۲ من مجموعة التمارين .)١  ”(‏ احسب احتتالات الحوادث 08۸٥ء‏ 
» بفرض أن قطعة النقود متناظرة . 


14 الإحصاء والاحتمال 


٠‏ في السوق عرض مخفض لبيع مجموعة من المعلبات التي لا عنوان عليها. ويحوي 
هذا البيع 200 علبة طاطم » 0 علبة سبانخ» 100 علبة مشمش» و400 علبة 
كمثرى » فا احتمال أن أول مبتاع سيحضل على علبة خضروات؟ علبة فواكه؟ 
علبة كمثرى؟ 


أو عدم الاصابة بالديدان. وكانت النتائج كا هو مبين في الجدول التالي : 


النسبة من العيئة في هذه | شريحة العمر (بالسنوات) 
الشريحة من العمر 






نسبة المصابين بالديدان 
ف هذه الشريحة من العمر 
009 ش 





إذا اخترنا عشوائيا شخصا من هذه العينة السكانية فما احتهال أن يكون (أو أن 
تكون) : 

أ من 15 سنة إلى 19 سنة؟ 

ب-أقل من 5 سنة؟ 


ج-من 5 سنة إلى 9 سنة؟ 
د_من 15 إلى 19 ومصاب بالديدان؟ 
ه_من 15 إلى 29 ومصاب بالديدان 


الاحتهال م١‏ 


و-من 5 إلى 9 وغير مصاب بالديدان؟ 
ز_-مصاب بالديدان؟ 
ح-ما هو احتمال أن شخصا من 15 إلى 29 مصاب بالديدان؟ 


۲ لأغراض عدة يقال إن الطفل خديج إذا كان وزنه عند الولادة 5.5 باوند 
أو أقل مستخدما البيان الاحصائى المعطى في التمرين ٠١‏ من مجموعة التهارين 
(۱-۱)» احسب: ۰ 

أ احتمال أن طفلا مولودا عام 1965 في جنوب غرب انكلترا مسجل خديجا . 
ب الوزن عند الولادة الذي يجري تخطيه باحتمال 0.025 
ج_ الوزن عند الولادة الذي يجري تخطيه باحتمال 0.975. 


)١17-9(‏ طرق العد 


في المثالين (؟ ١16‏ ) و )١1-7(‏ استطعنا بجهد مقبول وضع قائمة تتضمن 
كافة نقاط العينة. ولكن ماذا لو أن عدد النتائج الممكنة كان كبيرا جدا؟ لا شك أن 
اللجوء إلى حصر النتائج واحدة فأخرى سيكون شاقاء وغالبا ما يكون من الناحية 
العملية مستحيلا. وسنستعرض الآن عددا من القواعد المفيدة والسهلة التي يمكن 
استخدامها للوصول بسرعة ويسر إلى عدد الحالات الممكنة وعدد الحالات الملائمة التى 
وردت في التعريف التقليدي لاحتمال حادثة . 
(0-؟١-١)قاعدة‏ ال »به 

إذا أمكن استكمال مرحلة أولى من عمل معين ب :7 طريقة » ومن أجل كل من 
هذه الطرق أمكن لمرحلة ثانية أن تتم ب* طريقة» فالعدد الكلي للأشكال المختلفة 
لاستكئال العمل بمرحلتيه هو ” × طريقة . 
مئال )١7-7(‏ 

يمكن لحاج أن يصل جدة برا أو جوا أو بحرا وبعد إتمام مناسك الحج يمكنه” 
الوصول إلى المدينة المنورة برا أو جوا. فبكم طريقة مختلفة يمكن لحاج إتام مناسك الحح 
وزيارة المسجد النبوي الشريف؟ 


۱۸4 الإحصاء والاحتمال 


المرحلة الأولى يمكن أن تتم بشلاث طرق» ومن أجل كل منها يمكن أن تتم 
المرحلة | لثانية بطريقتين» فعدد الطرق المختلفة الممكنة» 
32-6 
ويوضح المخطط في الشكل (4-7) الطرق الست الممكنة . 





شكل(4-7) 
مثال )١8-7(‏ 


بكم طريقة يمكن كتابة زوج مرتب عنصره الأول أحد الأعداد 1,2,3,4,5,6 وعنصره 
الثاني أحد الحروف 0,4,2 ,,ه؟ 


ويبين الجدول (7- 4) الأزواج المرتبة الثلاثين بالتفصيل . 


جدول (۲۔٤)‏ 





الاحتمال ۱۸0 


ويمكن تعميم قاعدة ال × 7 إلى عمل يتضمن# من المراحل المتتالية. ولو 
فرضنا أنه يمكن إتمام الرحلة الأولى ب ,” طريقة والمرحلة الثانية بيه طريقة, . . . » 
والمرحلة الم ¬ طريقة فيكون عدد الطرق المختلفة لاتمَام العمل بجميع مراحله هو 
n X MX... X Tk‏ 
(۲- ۱۲ -۲) المتبادلات 
يسمى ترتيب + من الأشياء المتميزة «متبادلة» . لنفرض أن لدينا ” شيا متميزا 
ونريد اختيار ” شيئا منها ثم ترتيبها في متبادلة» فبكم طريقة مختلفة يمكن القيام بذلك؟ 


ونرمز عادة لعدد الطرق هذا ب ”م ويقرأ«عدد متبادلات « شيئا مأخوذ” منها في 


وقت وأاحد) . 
نظرية المتبادلات 
n(n- 1) ...(n- r+ 1(‏ کم 
برهان 


المسألة المطروحة مكافئة لمسألة شغل” من المواقع المحددة المتتالية وذلك بأن نضع 
في كل موقع شيئا نختاره من بين الأشياء ال ” المتوفرة . ومثل هذا العمل يتضمن بوضوح 
+ مرحلة. فالمرحلة الأولى شغل الموقع الأول» والمرحلة الشانية شغل الموقع الشاني 
وهكذا. . . والمرحلة الأخيرة شغل الموقع ال7. ويمكن» بوضوح» شغل الموقع الأول 
بأي شيء نختاره من بين الأشياء ال5 المتوفرة » أي ب طريقة مختلفة . ويمكن شغل 
الموقع الثاني باختيار أي شيء من الأشياء ال 1 -* المتبقية» أي ب 1 -” طريقة مختلفة 
وهكذاء...» والموقع الأخير يمكن شغله ب 1+ -م = (1 -2) -» طريقة مختلفة . 
ووفقا لقاعدة ال # ×" المعممة نجد المطلوب . 


مثال )١9-57(‏ 
اشتريت مرجعا من خمسة أجزاء . وعلى رف من رفوف مكتبتك في المنزل لا يتوفر 
إلا ثلاثة أمكنة. بكم طريقة ختلفة يمكنك شغل هذه الأماكن الثلاثة المتوفرة بثلاثة 

أجزاء تختارها من الأجزاء الخمسة؟ 


كما الإإحصاء والاحتهال 


امحل 
عدد الطرق المختلفة لشغل الأماكن الثلاثة هو عدد متبادلات خسة أشياء مأخوذ 
ثلاث منها في وقت واحد أي تم . ولحساب و۶ نطبق نظرية المتبادلات» فنتحسب 
القوس الأخيرة (1 + ” -74) حيث 3614-5 = لنجد 
n-r+1=5-3 +1 =3‏ 


ويكون م مساويا لجداء الأعداد الصحيحة المتناقصة بدءا من 5 وانتهاء ب 3» أى 


0 =3 × 4 ×5 = رم 


وني الحالة الخاصة التي يكون فيها * =” ١‏ نطبق نظرية المتبادلات بوضع ” r=‏ 
نجد أن عدد متبادلات * شيئا مأخوذة جميعها في وقت واحد هو 


P= n(n-1) (n- 2) x ...x 2x1 


ونرمز لمثل هذا الجداء ب !” ويُقرأ «مضروب , 62 


رمز المضروب يمكن التعبير عن بم كما يلي : 
P= n(n- 1( ...(n- r+1)‏ 


_[n(n-1)...(n- r+ D] حسع]‎ r) (n- دم‎ 1) ...x 2x 1] 
[((n- ” (n= r- 1) ...x 2 x 1] 


5 لله‎ 
` (n~ r)! 





ولو عوضنا ” ب # لوجدنا 


ويفتقر مضروب الصفرء (0)»› | إلى أي مغزى عملي » ولكن رأينا قبل قليل 
أن ہہ - م وهذا يؤدي إلى أنه لابد أن يكون » - ! 2 لله ل » مما يقترح علينا أن نصطلح على 
اعتبار !0مساويا للواحد (1 = !0). 


AY الاحتال‎ 


۳-٠۲ -۲(‏ ) المتوافقات 
إذا كان لدينا مجموعة تتضمن × عنصرا فاختيار مجموعة جزئية من 7 عنصرا 
( > ”) يسمى متوافقة . وعدد المجموعات الحزئية المختلفة التى يمكن اختيارها يسمى 
«عدد متوافقات * شيئا مأخوذ + منها في وقت واحد» . ونرمبز له عادة ب © أو ( ) » 
ونقرؤها «” متوافقات ” أو « « اختيار 7». وتجدر هنا ملاحظة أن لا أهمية لترتيب 
اختيار العناصر. فالمجموعة الجزئية من« عنصرا نختارها من بين * عنصرا ستبقى بدون 
تغيير طالما تضمنت العناصر نفسهاء وذلك بصرف النظر عن الترتيب الذي تم فيه 

اختيار هذه العناصر. 


ومن الواضح أنه يجب أن تكون هناك علاقة بين 57 » حيث نختار «اختيارا 
مرتباً» ولح إذ لا أهمية لترتيب الاختيار. وللوصول إلى هذه العلاقة نحاول حساب مم 
بالطريقة التالية» فنقول إنه يمكن الوصول إلى 7م على مرحلتين» حيث نختار في 
المرحلة الأولى جميع متوافقات * شيئا مأخوذ + منها في وقت واحد» ولنرمز لعدد هذه 
المتوافقات ب 7© كا أسلفناء ثم نرتب عناصر كل متوافقة فور اختيارها بجميع 
الأشكال الممكنة» ونعلم أن عدد مثل هذه الترتيبات المختلفة أو المتبادلات يساوي !. 
والعملية هنا تتألف إذا من مرحلتين» أولاهما يمكن أن تتم ب 7© طريقة» ومن أجل 
كل من هذه الطرق يمكن أن تتم المرحلة الثانية ب !طريقة. وحسب قاعدة ال« × 7# 
يمكن إتام العملية المطلوبة ب !م »انح . وهذا يعني أن 

r!‏ الزن عرص 
0 سس 2م 


0 ا‎ 
” ۶ 1(7 — r)! 


وبذلك نكون قد برهنا النظرية التالية : 


نظرية المتوافقات 
عدد متوافقات:: شيئا مأخوذ: منها في وقت واحد هو: 


n بي‎ 


ا( )اس ” 


۸۸ الإحصاء والاحتهال 


مثال (۲۰_۲) 

في المشال (۱۹-۲) بكم طريقة يمكنك اختيار ثلاثة منها لوضعها على رف 
المكتبة؟ 
امحل 

يقتصر المطلوب على اختيار ثلاثة أجزاء من بين خمسة دون أهمية للترتيب الذي 
حصل فيه الاختيار. فالاختيار سيكون نفسه» مثلاء إذا بدأنا باختيار الجزء الخامس ثم 
اخترنا بعده الثالث ثم الأول» أو بدأنا باختيار الجزء الأول ثم اخترنا بعده الثالث ثم 
ختمنا بالخامس» .. . » وهكذا يمكن أن نمضي فنذكر ستة تر تيبات مختلفة لاختيار 
هذه الأجزاء بعينها» هي على وجه التحديد : 

(1,3,5); (1,5,3); (3,1,5); 8,5,1; (5,3,1; (5,1,3) 

ومن حيث مضمون الاختيار (وهو ما يقتصر عليه اهت|منا في المتوافقات) فإن الترتيبات 
الستة تؤدي إلى الاختيار نفسه. أو إلى المتوافقة نفسها. وهذا يوضح أن كل ست 
متبادلات قد اختزلت إلى متوافقة واحدة . وبذلك يكون العدد المطلوب هو 


5 

P 

3 60 
E 


وسنجد الجواب نفسه بتطبيق نظرية المتوافقات » السابقة فنكتب : 
2 ا 2 ا 3 ا 4 ا 5 5 


5 
€ 3!(5-3)! (3x2 x4) ها‎ 2 


ملاحظة 
يمثل”2 » كا رأيناء عدد المجموعات الحزئية من عنصرا التى يمكن اختيارها 
من مجموعة تتضمن × عنصرا. ولكن اختيار مجموعة جزئية من7 عنصرا يعني عمليا 
تقسيم المجموعة التي نختار منها إلى مجموعتين» إحداهما تتضمن ال عنصرا التى 
اختيرت » الق تفن ال - ” عنصرأ المتبقية . رعاو و د دين 
ri(n— r)!‏ 
sS‏ 
e e‏ 


الاحتمال ۱۸۹ 


والجواب هو 


C= "= 
3 5 n! ر‎ 

والغاية من طرح المسألة بهذه الصيغة هي قابليتها للتعميم بسهولة . فبكم طريقة 
يمكن تقسيم 7 شيئا متميزا إلى ثلاثة أقسام أوها يتضمن ” شيئا والثاني يتضن ر” شيئا 

والثالث يتضمن و #شيئا حيث: = و” + ر” + ن؟ والجواب ببساطة هو 

n 
n! ny! 7 

ويمكن برهان ذلك بأن نقوم بعملية التقسيم المطلوب على مرحلتين . فنقسم 
الأشياء المتميزة ال × إلى قسمين أحدهما يتضمن ” شيئا والآخر يتضمن الو" + ر” شيئا 
المتبقية . ثم نقوم في المرحلة الثانية بتقسيم الو” + ” شيئا إلى قسمين أحدهما يتضمن ر” 
شيئا والآحر يتضمن و” شيئا. وما سبق نعلم أن دد الطرق المختلفة لاتمام 


الممحلة الأفلى 3 a + j‏ . وعدد الطرق المختلفة لاتمام المرحلة الثانية هو 


!او« + 
'(32 2 وعدد الطرق المختلفة لاتمام عملية التقسيم بمرحلتيها هو حسب 
7 تي 
قاعدة ال »2 : 
a‏ تاي انيت 
0 !ر n!‏ لي أو ! )3 +2( n!‏ 


ويمكن تعميم هذه النتيجة فنقول أن عدد طرق تقسيم ” شيئا متميزا إلى »|اقسم| ‏ 
ييتضمن القسم الأول ” شيئا منهاء ويتضمن القسم الثاني ر” شيئا وهكذاء . . . » 
ويتضمن الجزء الأخير «شیئا» حيث 7 ٥=‏ + ... +ين: + هو 
دم E‏ 
n! ny! ... r‏ 
)٤-٠۲-۲(‏ متبادلات #من الأشياء غير المتميزة 
وللقاعدة التى توصلنا إليها في ختام الملاحظة السابقة تطبيق هام . فلنفرض أن 
لدينا 7 من الأشياء غير المتميزة » حيث::: منها أشياء متطابقة ومن النوع نفسه» و72 


۱۹۰ الإحصاء والاحتمال 


منها متطابقة ومن النوع نفسه» وهكذا...» و« منها متطابقة ومن النوع نفسه. فبكم 
طريقة مختلفة يمكن ترتيب هذه الأشياء؟ أي ما هو عدد متبادلات الأشياء ال:: مأخوذة 
جميعها في وقت واحد؟ 


لو عدنا إلى تصور عملية الترتيب كعملية مكافئة لوضع الأشياء ال:: في : من 
المواقع المتتالية لأمكننا أن نقول ما يلي :. 


سنحصل على متبادلة هذه الأشياء ال عندما نقسم المواقع ال ” إلى # قسما ء 
أوها يتضمن :: موقعا نضع فيها أشياء النوع الأول» وثانيها يتضمن «” موقعا نشغلها 
بأشياء النوع الثاني » وهكذا. . . » وآخرها يتضمن اليرهم موقعا الباقية لتأوي إليها أشياء 
النوع الأخير. وإذ لا تتغير المتبادلة عندما يتبادل شيئان من النوع نفسه موقعيهما 0 
تتغير في حالة واحدة فقط وهي عندما نقوم بنقل شيء من نوع معين إلى موقع شيء من 
ل ار وعدد المتبادلات المختلفة هو إذا عدد الطرق المختلفة لعملية التقسيم تلك 
أى 
رٍ 5 


1 1 
2 ... كي ري 


(۲۱-۲)مثال 

ما عدد متبادلات حروف كلمة یع‌ناناه)؟؟ 

تتضمن الكلمة عشرة حروف . ويتكرر الحرف ء ثلاث مرات والحرف / ثلاث 
مرات» والحرف ۾ مرة» والحرف : مرتين» والحرف» مرة واحدة . 


الحل 


040 - 01ل - عدد الشادلات 
!1 !1 !2 !3 3 1 


مغال (۲۲-۲) 
تريد هيئة للرقابة والتفتيش تشكيل ثلاث لجان لدراسة موضوع الأسعار في 
صناعة معيّنة . ويتوافر عندها 84 مفتشا . فبكم طريقة يمكن تشكيل اللجان الثلاث 


إذا كانت ستتضمن 17» 19و 27 مفتشا. وأنه لا يمكن لمفتش أن يشترك في أكثشر من 
لجنة واحدة؟ 


الاحتال ۱۹۱ 


امحل 

العدد المطلوب هو عدد إمكانات تقسيم ال 84 مفتشا إلى أربع مجموعات إحداها 
تتضمن 17 مفتشا» والشانية تتضمن 19 مفتشاء والثالثة تتضمن 27 مفتشاء والرابعة 
تتضمن ال 21 مفتشا الباقين. أي 


!84 
!21 27 19 !17 
مثال (۲۳-۲) 
من حقيبة تحوي 7 كرات سود و 5 كرات بيض» سحبنا عشوائيا هس كرات فا 
امحل 


عدد الحالات الممكنة هو 6 . وعدد الحالات الملائمة هو عدد طرق اختيار 
الباقية من بين الكرات السود السبع المتوفرة . أي ع × ع 
ويكون الاحتال المطلوب : 


12 


5 7 
(cx 4 9 
! 5 7! 


7 
للللنلد يق ل = 
cC 2A3 34‏ 


5 E 5×6×7 , 8× 9× 10 x 11x 12 
ات‎ 2x3 S5x 4 X3 2 


350 
42 .0 320 = هوو 10( - 
ويد =792 + (35 × 10) 








مثال (۲ ٤‏ ۲) 
في المثال )١11-7(‏ احسب الاحتمال المطلوب بتطبيق نموذج الاحتمالات 
المنساوية. 
الحل 
عدد الحالات الممكنة هو10 = ر . وعدد الحالات الملائمة هو بوضوح اثنان . 
البذرتان اللتان تنتجان زهورا حرا أو البذرتان اللتان تتتجان زهورا بيضا) ويكون 
الاحتهال المطلوب 


۱۹۲ الإحصاء والاحتمال 


2 
10 2 


)٤-۲( تمارين‎ 


)١‏ قاعة للاحتفالات فيها أربعة أبواب . بكم طريقة مختلفة يمكنك الدخول إلى القاعة 
والخروج منها؟ 


۲) يذاكر أحمد كل يوم إما 0 أو 1 أو 2 ساعة. بكم طريقة يمكن لأحمد أن يذاكر ما 
مجموعه أر بع ساعات في ثلاثة أيام متتالية؟ 


۳) توجد أربعة طرق »8 .© », 2 بين منزلك والجامعة. إذا كان للطريق 4 اتجاه واحد 
هو من الجامعة إلى المنزل وللطريق ¬ اتجاه واحد هو من المنزل إلى ا جامعة . 
١‏ ارسم رسا توضيحيا يبين عدد الامكانات المختلفة للقيام برحلتك اليومية إلى 
الجامعة ذهابا و إيابا . 


ب _ شريطة أن يختلف طريقا الذهاب والاياب كم يصبح عدد الامكانات المختلفة 
للقيام برحلتك؟ 


:) بكم طريقة مختلفة يمكنك ترتيب خمسة من كتبك الجامعية على رف مكتبتك؟ 


: بكم طريقة يمكن تشكيل عدد من أربعة أرقام‎ ٥ 
-إذا كان التكرار ممكنا؟‎ | 

ب_إذا لم يكن التكرار تمكنا؟ 

أو 4؟ 


1) ما عدد أرقام ا هواتف الممكنة المؤلفة من سبعة منازل عشرية إذا كانت المنزلة الأخيرة 3 


۷ إذا توافر عشرة لاعبين لكرة سلة فكم فريقا من خمسة لاعبين يمكن تشكيله إذا أمكن 
لكل لاعب أن يقوم بأي دور يوكل إليه؟ 


الاحتمال ۱۹۳ 


۸) توجد ستة مواضيع تعبير مختلفة يختار الطالب في ٠١١‏ نجل واحدا منها للكتابة 
فيه . فبكم طريقة يمكن لأربعة طلاب في هذا المقرر أن يختاروا مواضيعهم بحيث : 
| - لا يختار طالبان ا موضوع نفسه . 
ب -لا توجد أية قيود على اختيار المواضيع . 


٩‏ بكم طريقة يمكن لمدير محطة تليفيزيون أن يوزع ستة إعلانات تجارية على ستة 
أوقات مخصصة للدعاية أثناء إذاعة مباراة في كرة القدم؟ 


٠‏ ) فصل يتضمن عشرين طالباء منهم 15 من المستوى الأول» و5 من المستوى 
الثاني . بكم طريقة يمكن اختيار لجنة من ثلاثة طلاب بحيث : 
-١‏ تتضمن واحدا من المستوى الثاني واثنين من المستوى الأول؟ 
ب - تتضمن واحدا على الأقل من المستوى الثاني؟ 


)١‏ مجموعة من خس عشرة ساعة فيها ساعة واحدة معيبة. بكم طريقة يمكن أن 
نختار منها ثلاث ساعات بحيث : 
أ- لا تتضمن الساعة المعيبة؟ 
ب تتضمن الساعة المعيبة؟ 
١١‏ ) بالاشارة إلى التمرين السابق لنفرض أن المجموعة تتضمن ساعتين معيبتين» فيكم 
يقة يمكن اختيار ثلاث ساعات بحيث تكون : 
| جميعها سليمة؟ 


ب - واحدة منها معيبة؟ 


E ات‎ 2 


4 بالاشارة إلى التمرين 4 ١‏ بكم طريقة يمكن للمدير شغل ستة أوقات للاعلانات 
التجارية إذا كان لديه أربعة إعلانات مختلفة ويتكرر أحدها ثلاث مرات؟ 


۱۹٤‏ الإحصاء والاحتهال 
٥‏ ماهو عدد التباديل المختلفة لحروف كلمة INDEPENDENCE‏ 


71) يتضمن اختبار «صح ‏ خطأ» ستة عشرة سؤالا. احسب عدد الطرق المختلفة 
لإعداد ورقة الإجابة . احسب عدد الطرق التي يمكن أن نختار فيها : 
| -ثانية أسئلة للإجابة عليها ب «صح» وثانية للاجابة عليها ب «خطأ» . 
ب _ عشرة أسئلة للإجابة عليها ب «صح« وستة للإجابة عليها ب «خطأء . 


٠١‏ ) توجد في متاهة أربعة تقاطعات . وعند كل منها يمكن لفأر أن يذهب يمينا أو 
يسارا أو على خط مستقيم . مااحتال اجتياز الفأر للمتاهة عند أول محاولة» إذا 
علمت أنه يوجد طريق واحد ممكن بين طرفي المتاهة؟ 


) قدمنا لقرد اثنتي عشرة قطعة تتضمن ثلاثة مربعات» وثلاثة مستطيلات » وثلاثة 
مثلئات » وثلاث دوائر. إذا رتب بنجاح ثلاثا من الشكل نفسه» ثم ثلاثا من شكل 
ثان» ثم ثلاثا من شكل ثالث» وثلاثا من الشكل الرابع المتبقي . ما احتمال هذه 
الحادثة تحت الفرض بأن القرد لا يميز بالفعل بين الأشكال الهندسية؟ 

4 بالاشارة إلى التمرين 5 » ما احتمال أن يكون رقم هاتفك 4343434؟ 


٠‏ بالاشارة إلى التمرين ١٠ء‏ إذا اخترنا الجنة بصورة عشوائية فا هو احتمال أن تتضمن 
واحدا على الأقل من المستوى الثاني؟ 


١‏ بالاشارة إلى التمرين »١١‏ لنفرض أننا اخترنا عشوائيا ثلاث ساعات فا احتمال أن 
تتضمن الساعة المعيبة؟ 


7 بالاشارة إلى التمرين ٠۲‏ لنفرض أننا اخترنا عشوائيا ثلاث ساعات فا احتمال أن 
تكون جميعها سليمة؟ 


الاحتهال 166 
(-15)الاحتمال الشرطى 


عندما تستيقظ صبيحة يوم من أيام فصل الشتاء» وتنظر إلى السماء لتجدها 
ملبدة بالغيوم » فسيكون احتمال هطول المطر في ذلك اليوم أقوى نما لو وجدت سحابا 
متفرقا. ولو رمزنا لحادثة «هطول المطر» ب 24 ولحادثة «الساء ملبدة بالغيوم» ب8. 
ورمزنا ب (2)418 لاحتمال 4 علا أن 8 قد وقعت» أي احتمال هطول المطر علا بأن 
السماء ملبدة بالغيوم» فإن (418)سيكون أكبر من(2)1» وهذا بدوره أكبر من 
۸4١ 8(‏ )ص . فمعرفتنا المسبقة بأن السماء غائمة» تعني أن الفرصة مهيأة بمشيئة الله 
لسقوط المطر» مما يزيد من احتمال 4. ويخفض هذا الاحتمال معرفتنا المسبقة بأن السماء 
صافية . ويسمى (8 ۶)۸١‏ الاحتمال الشرطي ل۸ علا أن 8 قد وقعت . 


ويوضح هذا المثال أن الحوادث قد تكون» بصورة عامة» على صلة ببعضهاء 
بمعنى أن وقوع حادثة قد يؤثر زيادة أو نقصانا في احتمال وقوع حادثة أخرى . ومن هنا 
تأتي أهمية الاحتمال الشرطي . ولو وجدنا أن وقوع 8 لم يؤثر لا زيادة ولا نقصانا في احتمال 
وقوع 4 › أي أن (4) ۶ = (5)418» فسنستنتج بلا شك أن لا صلة للحادثتين 
ببعضه) من الناحية الاحتمالية » أو أن مستقلتان احتاليا. وسنتعرض لمفهوم 
الاستقلال في فقرة قادمة . 


مثال(5-7؟) 

قذفنا حجر نرد متوازن » ولتكن : 
,4 : حادثة الحصول على 2ء 
ر4 : حادثة الحصول على عدد أقل من 4ء 
و4: حادثة الحصول على عدد أقل من 5» 
8: حادثة الحصول على عدد زوجي . 


احسب (8 ۶)۸۱ »۰ (8 ۰۲)4۱ (8اول) م 


الحل 


۱۹٦‏ الإحصاء والاحتهال 


على آخر» وحصة كل نقطة عينة هي 1/6» كا هو موضح في الشكل .)٠١-۲(‏ ومن 
السهل رؤية أن : 


1 

P)4,( = P( 42) = > 
1 

2 


P(B) = 


1) 
OES 


1 
6 
2 
3 





شكل :)٠١-7(‏ النموذج غير الشرطي 


لنفرض الآن أن الشخص الذي قذف حجر النرد أفادنا أن النتيجة التي حصل 
عليها كانت زوجية» أي أن الحادثة 8 قد وقعت . 


ولنستعرض آثار هذه المعلومات » التى توفرت لنا مسبقاء على الاحتالات التى 
حسبناها أعلاه دون أي شروط مسبقة . فا إنه لابد من بناء نموذج احتالي دند 
يأخذ في الاعتبار حقيقة أن 8 قد وقعت» وأن (8) ۶ الآن هو الواحد. وفي ظل هذه 
الحقيقة لم تعد النتائج الممكنة ستة» وإن| أصبحت ثلاثا فقط . فهي إما 2 أو 4 أو 6 أما 
النتائج 1» 3 5 فاأصبحت مستحيلة . ولا يجوز عند بناء النموذج الجديد أن نمنحها 
حصة غير الصفر. ونحن هنا أمام فضاء جديد يسمى الفضاء الشرطي» وإذ استخدمنا 
الحرف5 رمزا لدالة الاحتمال في الفضاء غير الشرطي » فمن المستحسن استخدام الرمز 
وص لدالة الاحتمال في الفضاء الشرطي . وهي تذكرنا أن الاحتمالات محسوبة الآن على 
أساس أن الحادئة 8 قد وقعت . ولكن ما هى الاحتمالات التى تخصصها الدالة وم لكل 
من نقاط العينة الستة؟ من الواضح أولا أن ٠‏ 
Pg )1(( = Pg )3(( = Pg (5|) =0‏ 


الاحتهال ۱۹۷ 





شكل (۲ ۔ :)١١‏ الفضاء الشرطي والنموذج المقام عليه 


ومجموع الاحتالات أو ا لحصص التي كانت الدالة م تمنحها هذه النقاط » ويساوي 
النصف» يجب أن توزعه و على النقاط 2ء 4» 6. فكيف تتم عملية التوزيع هذه؟ 
من الواضح أن كل نقطة من هذه النقاط ينبغي أن يزداد احتاها بصورة تتناسب 
طردا مع الاحتمال الذي خصصته لما الدالة5. ولو أن7 خصصت لنقطةره» 
مثلاء ضعف ما خصصته لنقطة أخرى ٠ه‏ فإن حصة , « من الزيادة ينبغى لما أن 
تكون ضعف حصةر ۵ منها. وفي مثالنا هنا حيث خصصت « احتالات متساوية 
لكل من 2 » 4 » 6 ينبغي أن توزع 5 النصف المتوفر بالتساوي على هذه النقاط 
ليصبح الاحتّال الجديد لكل منها 1/3 . 


Pg({2}) = Pg({4}) = Pg({6}) = أي‎ 


1 
3 


وهكذا تقيم و2 على فضاء العيئة5 نموذجا جديدا هو النموذج الشرطي» [انظر 
الشكل (۱۱-۲)] ويكون : 
Pg({2}) = ‡ > P( 4) ٠‏ = )4 )وم = 8 ايه )م 


٠‏ )4 )م > چ = ((2))وم = (يه )وم = (8 ايه )م 


, ([14أاوم + Pg({2D‏ = ((2,4))وم = (يك )وم = (8 اود )م 


۱۹۸ الإحصاء والاحتمال 


تغيرت النتائج في ضوء الحقيقة التي عرفناها (حقيقة وقوع ۰)8 فزاد احتمال ,4 من 1/6 
إلى1/3» وانخفض احتمال ر4 من 1/2 إلى 1/3» أما احتمال و4 فلم يتغير. 


وقد لا تكون إقامة النموذج الشرطي الحديد الذي نستخدمه في حساب 
الاحتمالات الشرطية» عملا سهلا. وسنقدم الآن تعريفا للاحتمال الشرطي يسمح لنا 
باستخدام النموذج غير الشرطي لحساب الاحتمالات الشرطية بيسر وسهولة» دون 
الحاجة إلى كتابة أو ذكر الفضاء الشرطي والنموذج المقام عليه 


تعريف الاحتمال الشر طي 
لتكن 4 » 8 حادثتين في فضاء عينة 5 فعندئذ : 
0 *(8)م ا )8 Al‏ )م 
أو 
وريم (Bl 4) = AE.‏ 


وهذا التعريف يقول ببساطة: لحساب الاحتمال الشرطى لحادثة 4 علا أن حادثة 
أخرى #8 قد وقعت» نقسم احتمال وقوع 4 و 8 معاعلى احتمال وقوع 8 فنجد 


المطلوب . 
لنعد الآن إلى المثال السابق ولنحسب : 
= ((2))م = B)‏ ,4 )م 
P(AB) 1/6 2 1‏ 
NES ES‏ 


P({2}) =‏ = )4,8 )م 


1 2 1/6 )4,8 )م 
e SEET‏ 


الاحتهال ۱۹۹ 


و - 41 4 = P({2}) + P({4})‏ = (8 وه )م 
P(4,B8) 1/3‏ 
ع حرو AS‏ 


وهي النتائج ذاتها التي وصلنا إليها باستخدام الفضاء الشرطي . إلا أننا في جميع 
الحسابات هنا م نحتج حتى إلى الت لتفکہ بالفضاء الشرطي » ولم نستخدمه . 
مثال (55-7؟) 


صنفنا مائة شخص وفقا للجنس (ذكرء أنثى) ووفقا للإصابة بمرض عمى 
الألوان (مصاب » غير مصاب) . فكانت النتيجة ىا في الجدول التالي : 








اخترنا عشوائيا شخصا واحدا ولتكن : 
4 حادثة الشخص مصاب بعمى الألوان 2 


8 حادثة الشخص 15 


إذا علمنا أن الشخص الذي تم اختياره كان ذكرا فا هو احتمال أن يكون مصابا؟ 
نعلم الآن أن الاختيار كان من 60 ذكرا بينهم اثنان من المصابين فالاحتمال المطلوب هو 
= (8 |ه )م 
وبصورة ممائلة» إذا علمنا أن الشخص الذي اختير مصاب» فاحتال كونه 
ذكراء هو نسبة الذكور بين المصابين » والاختيار كان من ثلاثة مصابين» بينهم اثنان من 
الذكورء والاحتال المطلوب هو: 


ج 402 8 )ص 








Ye»‏ الإحصاء والاحتهمال 


ولو حسبنا (۲)۸» (8)م» و(۸48) ۰۲ ثم طبقنا التعريف لوجدنا : 





P(4 = , P(8)=® , (a4) 
: ومنه‎ 
_ P(AB) _ 2/10 _ 2 
8)ص - (48 )م‎ 60/100 60 ' 
ردير‎ P(A4B _ 2/100 _ 2 
P(E 4= “pay * 3/100 3 
وهي الأجوبة السابقة نفسها.‎ 
)۲۷- ۲( مثال‎ 


أظهر تصنيف لطلاب الجامعة أن 10% من الطلاب يدخنون» وأن 30% من 
الطلاب يشربون القهوة» وأن 5% من الطلاب يدخنون ويشربون القهوة . 

أ احسب النسبة المئوية للطلاب الذين لا يدخنون ولا يشربون القهوة . 

ب من بين الطلاب المدخنين ما هى نسبة الطلاب الذي يشربون القهوة؟ 

ج_ من بين الطلاب الذين لا يشربون القهوة ما هي نسبة المدخنين؟ 


امحل 

نلاحظء» بصورة عامة» أنه إذا كان لدينا مجتمع فيه ۸ عنصراء ومن بينهم ” 
عنصرا يتصف بصفة معينة©» مثلاء فإن نسبة العناصر في هذا المجتمع التي تتصف 
بالصفة © هي /7/2. أو» كنسبة مئوية» نقول إن ۸ 100 بالمائة من هذا المجتمع 
يتصفون بالصفة ©. ولكن ۸ هى بالضبط احتمال أن نختار عشوائيا عنصرا من هذا 
المجتمع فنجده يتصف بالصفةت. (عدد الحالات الملائمة مقسوما على عدد الحالات 
الممكنة). أي أن احتمال أن نختار» بصورة عشوائية » عنصرا واحدا من هذا المجتمع 
فنجده متصفا بالصفة© هو ببساطة نسبة الذين يتصفون بالصفة© في المجتمع . وهذا 
يوضح كيف نترجم النسبة إلى احتهال وكيف نفسر الاحتمال كنسبة . الأمر الذي وجدنا 
مبرراته في الفقرات (۲-۲)» (۱۰-۲) و (۱۱-۲). 


۲۰١ الاحتال‎ 


لنتصور أن التجربة هي اختيار عشوائي لطالب من طلاب الجامعة ولنرمز ب 
4 لحادثة الطالب يدخن . 
يه لحادثة الطالب یشرب القهوة . 
أ - لحساب النسبة المطلوبة نحسب احتال ال حادثة 48 ثم نفسره كنسبة ة. ولكن 
(حسب قانون دي مورغان والنتيجة 5-4-57) 
Au B)‏ )م - 1= AB)‏ )م 
[هم )م - P(A) + P(B)‏ [-1= 
5 = 05 .0 + 0.30 -10 .0 - 1 = 
أي أن 65% من الطلاب لا يدخنون ولا يشربون القهوة . 
ب- لحساب هذه النسبة التي تشتره ط أن الطالب مدخن نحسب 4ا2)8 ثم 
نفسره كنسبة . 
AB) _ 0.05‏ )م ات 


1 
P(A) 0.10 2 

أي أن 50% من الطلاب المدخنين يشربون القهوة . 

ج- ولحساب هذه النسبة حيث نشترط أن الطالب لا يشرب القهوة. 
نحسب (8 4 )۶ ثم نفسره كنسبة . 


4 -م)م‎ P( 4B) _ 0.10 -0.0 
داه‎ E E سات‎ 8 


1-00 (8)ص -1 (8 )م = )8 4 )م 


أي أن 7.1% فقط من الطلاب الذين لا يشربون القهوة مدخنون . 


تعليق* 

نقدم في يلي برهانا للعلاقة الواردة في تعريف الاحتال الشرطي » حيث نرمز 
لنقطة عينة ب «. ولاحتمال حادثة 4 علا أن الحادثة 8 قد وقعت ب (4)و۲. وب (24) م 
لاحتمال 4 غير الشرطي . ونعلم أولا أن : 


* للقراءة فقط : 


1-(ه))وم ,23 


we 8‏ 
حيث نقصد بالرمز 2 المجموع فوق نقاط العينة « التي تنتمي إلى 8. وهذه 
العلاقة تعبر عن حقيقة أن 8 هي الآن ( تحت شرط وقوع 8) الحادئة الأكيدة» ما يجعل 
احتهال أي نقطة عينة لا تنتمي إلى 8 مساويا للصفر وفقا للدالة الشرطية و» ويزيد من 
احتمال كل نقطة تنتمى إلى 8 بمقدار يتناسب مع الاحتمال الذي خصتها به الدالة غير 
الشرطية. الفكرة التي أوضحناها في سياق المثال (۲- -716). وهذا يسمح لنا بكتابة : 


م (1[ه )وم 


KP )! ((م‎ , V ع م‎ 8, 
V me 8 


حیث × عدد ثأبت موجب . ولكن 


8) مك = ((ه) م Pg{oDh= # YJ,‏ ,2 =1 


we 8 عه‎ 8 


وبالتاليء 
1 _ 
8م = 
والعلاقة السابقة تصبح : 
P({om})‏ 
we 8‏ 1 
8)م 4= ({o})‏ يم 
٤ we 8 .‏ 0 


والآن» من أجل أي حادثة ۸» لدينا: 


)ى 3 = (م ).رم = AB)‏ )م 


E A 


= > Palo + J, Pg) 


we ANB we حم‎ 8 


الاحتال ۳ 


3, Pgh) +0 


AN 8‏ عه 
1 ((ه])ص 
((0 {( صر PD‏ 7 مم - 
we AN 8 P(B P B) 2‏ 
P(ANB)‏ _ 
P(B)‏ ` 
(5-0١))الاستقلال‏ 


لکن 3 حادثتين من فضاء عينة 5. ولنفرض أننا حسيئا ( 8 7)11 فوجدناه 
مساويا ل(2)4 » فاذا نقول عن حالة كهذه؟ حساباتنا تشیر إلى أن وقوع 8 لم يكن له 
أثر على احتمال وقوع ٠۸4‏ وقد ذكرنا في مطلع الفقرة السابقة أنه من الطبيعي وصف 
الحادثتين بأنبما مستقلتان احتاليا. وسنكتفى من الآن فصاعدا بالقول إن حادثتين 
مستقلتان » ونقصد بالطبع أن الحادثتين مستقلتان احتماليا . 


لنكتب الآن التعبير الرمزي عن استقلال حادثتين 4 » 8 » أي : 
P(A| B)= P(A)‏ 


ولنعوض عن (8 ا 4 با يساو ا وفقا لتعريف الاحت ال الشرطي فنجد ' 
P(B) #0‏ , )م ۔ ا 
أو 
P(AB) = P(A) P(B)‏ 
وعلى العكس» لو فرضنا أن ±0 (2)8 » وأن : 
P(AB) = P(A) P(B)‏ 
فنجد بقسمة الطرفين على (7)8 وتطبيق تعريف الاحتمال الشرطي أن : 
B)= P(A)‏ 1م)م 
أي أن الحادثتين ۸ و8 مستقلتان . ومنه نستنتج القاعدة التالية : 


4 الإحصاء والاحتمال 


الشرط اللازم والكافي لاستقلال حادثتين 4 و8 هو أن يكون 
P(AB) = P(A) P(B)‏ 
وهذه القاعدة تقول» إذا كنا نعلم أن حادثتين 4 و 8 مستقلتان فاحتال وقوعه| معا هو 
جداء احتاليههما. وكي نقرر في مسألة استقلال أو عدم استقلال حادثتين ۸ ٠»‏ 8 
نحسب احتمال وقوع كل منهماء (۶)4 » (72)8 » ونحسب احتمال وقوعهما 
معاء (2)48 » فإذا وجدنا أن الشرط المذكور أعلاه محقق استنتجنا أنهها مستقلتان» 
وإذا وجدنا أنه غير محقق استنتجناأهه| غير مستقلتين . وهذا يدعو إلى تبنى هذا الشرط 
كتعريف لاستقلال حادثتين . ٠‏ 


(-5١-١)الحادثتان‏ المستقلتان 
نقول إن الحادئتين 4 و8 مستقلتان إذاء» وفقط إذاء كان : 
P(AB)=P(A) P(B)‏ 


مثال (۲۸-۲) 
لنعد إلى مئال قذف حجر النرد في الفقرة السابقة حيث وجدنا أن 
۲)4١ 8( = ۶)44 ( = 3‏ » فا حادثة واء مستقلة عن الحادثة 8. ونلاحظ تحقق الشرط : 
P(B),‏ (ول)ط = P(A, B)‏ 


ار 1 
2 3 3 
ولكن 42 غير مستقلة عن 8 لأن 
P(A B)# P(A, ) P(B)‏ 
Cî‏ 
2 2 6 


وكذلك ۸ غير مستقلة عن 8 › (تحقق من ذلك) . 
مثال (۲ -۲۹) 

في صندوق تسع قطع نقود من الأنواع المبينة في الجدول التالي وتحمل التواريخ 
المبينة لكل نوع . 


۲ ٠.6 الاحتال‎ 


ربع ريال 1976 ۰1978 1980 1982 

نصف ريال 1976» 1980 » 1982 

ريال 1980 1983 . 

سحبنا قطعة بصورة عشوائية» لتكن 4 حادثة سحب ربع ريال؛ 8 حادثة 
سحب نصف ريال؛ و٤‏ حادثة سحب قطعة نقود تحمل التاريخ 1980ء والمطلوب 
حساب :(2)0» (0 ۲)۸۱ » هل الحادثتان 4 و© مستقلتان؟ هل الحادثتان 8 و © 
مستقلتان؟ 
الحل 

لحساب احتمال © نلاحظ أن عدد الحالات الممكنة 9» وعدد الحالات الملائمة 3 
ويكون 


P(Q = 


ساي 


ن | بين 


وبصورة ماثلة نجد أن 
1 
م - 4Q‏ )م 


ووفقا لتعريف الاحتمال الشرطي يكون 


_ P(4Q0 _1/9_1 
ادام‎ 0= gg 735 3 


وللحكم ف استقلال م » بحسب )م والحداء P(A) x P(O‏ ثم نقارنه مع „.P(AQ‏ 


A) =‏ )م 


P( 4) x 0)م‎ = Û x +P) 40 - 


1 
3 


|> 


فالحادئتان 4» © غير مستقلتين . 


وللحكم في استقلال 628 تنحسب » بصورة ممائلة. 


۲۰۹ الإحصاء و الاحتمال 


eR 
(8)م‎ = > 3 


P( BQ = _ 


80)ه = 1 چ × = B) x P(Q‏ )م 


فالحادئتان 8 » © ستقلتان. 
مثال (۲ ۔ ۳۰) 

الحادئتان 4 و8 متنافيتان » و ۶0 (2)4 ۰ و 2)8(«*0. ادرس استقلال 
الحادئتين . 


الحل 

با أن الحادئتين متنافيتان فإن تقاطعههما خال. (لا يمكن وقوعه) معا) أي 
0 = (4)ط = (48) .ولا يمكن تحقق شرط الاستقلال» لأن أحد الطرفين ( 48) م 
يساوي الصفرء والطرف الآخر (2)8 (5)4» هو جداء عددين موجبين بالفرض» أي 
أنه لا يمكن أن يساوي صفرا. وهكذا نستنتج أن الحادثتين المتنافيتين هما على وجه 
التأكيد» غير مستقلتين . وهذه النتيجة تنسجم تماما مع بداية كلامنا عن الاستقلال؛ 
فوقوع أحدهما يجعل احتمال وقوع الأخرى صفراء وأي تأثير يمكن أن يكون أكبر من 
ذلك! 


)١15- 7(‏ قانونان أساسيان في الاحتمال واستخدامهم| 


(؟5-5١1-١)‏ قانون الجمع 
برهنا في النتيجة (۸-۲- ۷) أن : 
P(B)- P(AB)‏ + رمم = (8 P(AU‏ 
وهو ما يسمى بقانون الجمع . 


)5-١5-5(‏ قانون الجداء 
من تعريف الاحتال الشرطي نجد أن 


الاحتمال %۷ 


P(AB) = P(A) P(BI|I A) 
= P(B) P(A|B) 
وهو قانون الحداء.‎ 


وتجدر ملاحظة أن قانون الجمع يصبح مسلمة الاحتمال الثالثة عندما تكون 

الحادثتان 4 ٠8‏ متنافيتين» أي ۵ = 48.إذ يصبح الحد الثالث(48)م صفرا. کا تجدر 

ملاحظة أن قانون الجداء يصبح» في حالة استقلال الحادثتين ۸ء ء الشرط اللازم 
والكاني لاستقلاهما . إذ يكون عندئذ ()2 -(8 | م)طو (5)8م -(4 | 8)صط . 


مثال(7-١*)‏ 
لنعد الآن إلى المثال (۲- )٠١‏ احسب باستخدام القواعد والقوانين الأساسية ال 
إلى ٠:‏ م القوا : لتي 
تعلمتهاء احتال الحصول على كرة بيضاء من الصندوق الثاني . 


الحل 
لترمز ب ۸ لحادثة الحصول على كرة بيضاء من الصندوق الثاني . فلا" يمكن 
الوصول إلى ۸ إلا بإحدى طريقتين : 


أن نسحب «كرة بيضاء من الصندوق ٠1‏ و «كرة بيضاء من الصندوق 11 » (ولنرمز 
هذه الحادثة ب-8). أو أن نسحب «كرة سوداء من الصندوق ٠1‏ و «كرة بيضاء من 
الصندوق 11» (ولنرمز هذه الحادثة ب©). ونلاحظ أن 8 وي متنافيتان وأن © ں8 =4 . 
(أي أن 4 تتحقق بوقوع 8 أو0) . 


أسحب وأحدة 


ا ا 0 





صندوق 11 صندوق 1[ 


شكل :)١17-37(‏ تمثيل للتجربة في المثال (7 1 ) 


۰۸ الإحصاء والاحتهال 


ومن عبارة 8 نلاحظ أن ۸4 8 = 8 حيث 8 حادثة سحب كرة بيضاء من 
الصندوق 1. كما نلاحظ من عبارة© أن 4 0 -© حيث ) حادثة سحب كرة سوداء 
مر الصندوق 1. ويمكننا أن نكتب الآن» اعت ادا على قوانين معروفة › 


P(Bu 2‏ 
8 و© متنافيتان) )م + (ه)م 
AC)‏ )م + هد )م 
)©( (و |4 P(‏ + زرق)م A)‏ |4 )م 
تيل و 
9 9 9 3 3 3 3 


)4 )م 


1 


مثال (۲۔ ۳۲) 
بالعودة إلى ا مثال )١7-7(‏ حيث اخترنا عشوائيا بذرتين من خس بذور. ما هو 
احتهال الحصول على بذرة تنتج زهورا بيضاء وبذرة تنتج زهورا حمراء؟ 


الحجل 

لنرمز ب 4 لحادثة الحصول على بذرة تنتج زهورا بيضاء وبذرة تنتج زهورا حمراء 
فيمكن الوصول إلى 4 بإحدى طريقتين» فإما أن نختار بذرة الزهور البيضاء أولا وبذرة 
الزهور الحمراء ثانيا (ولنرمز لهذا الطريق ب 8)» أو نختار بذرة الزهور الحمراء أولا وبذرة 
الزهور البيضاء ثانيا (ولنرمز لهذا الطريق ب©). 


ومن عبارتي 8 و© نلاحظ أن يظ 8 <۰8 © © ٩=‏ . حيث ترمز ,8 لحادثة 
اختيار بذرة الزهور البيضاء أولا ور لحادثة اختيار بذرة الزهور الحمراء ثانيا وترمز © 
لحادثة اختيار بذرة الزهور الحمراء أولا و © لحادثة اختيار بذرة الزهور البيضاء ثانيا 
ويكون 


الاحتمال ۰۹ 


© © دنارق BU C= B,‏ دم 
8 و متنافيتان) » Q = P(B) + P(Q‏ رهام = A)‏ )م 
B„) + 2)6 ©(‏ ,8 )م 
(6 © )م (6 )م + )8 إيق )5 (ر8 )م 


کے ر ے22 
ASTA SA‏ 


حل آخسر 

باستخدام طرق العد» نلاحظ بسهولة أن عدد الحالات الملائمة هو عدد 
إمكانات اختيار بذرة زهور بيضاء» وبذرة زهور حمراء . ولكن يمكن اختيار بذرة زهور 
بيضاء بطريقتين مختلفتين وفي كل منها يمكن اختيار بذرة زهور حمراء بطريقتين مختلفتين 
أيضاء ويكون عدد الحالات الملائمة 4 = 2 × 2 وعدد الحالات الممكنة هو عدد طرق 
اختيار بذرتين من حمس بذور ويساوي 10 - ى . والاحتمال المطلوب هو: 


د 
0.4 = 10 
مثال (۲ ۔ )۳٣۳‏ 
احتمال أن يكون باب معين مقفلا هو 1/2. ومفتاح الباب هو بين 12 مفتاحا 
متوفرة ضمن حزمة واحدة إذا اختار شخص مفتاحين بصورة عشوائية» فا هو احتهال 
أن يستطيع فتح الباب دون اللجوء إلى مفاتيح أخرى؟ 


الحل 

لنرمز ب 4 لحادثة «فتح الباب» . ولنتساءل ما هي الطريق ق التي تؤدي إلى ۸؟ من 
الواضح أن 4 تتحقق إذا وفقط إذا كان الباب غير مقفل أو كان ل 
المفتاح الصحيح . لنرمز الآن لحادثة «الباب مقفل» ب-8» ولحادثة «اختيار المفتاح 


الصحيح" ب © . فيمكننا كتابة : 


A= B u BC 


11۰ الإحصاء والاحتمال 
ومن الواضح أن 8 و © مستقلتان» وأن 18 و ©8 متنافيتان » وبالتالي : 
BQ‏ )م + (8)م = u BQ‏ 8)م = A)‏ )م 
P(B) P( OQ‏ + (ه)م -1= 


ولكن 02 - «P(B)‏ ولحساب احتال 2 تقوم بالمحاكمة التالية : 


تتحقق © إذاء وفقط إذاء كان أحد المفتاحين اللذين اخترناهما هو المفتاح 
الصحيح› ويمكن اختيار المفتاح الصحيح بطريقة واحدة» واختيار المفتاح غير 
الصحيح ب 11 طريقة» ويكون عدد الحالات الملائمة 11 = 11 »× 1» وعدد الحالات 
الممكنة لاختيار مفتاحين هو 2ل وبالتالي : 


1 2 2 11 11 
21 لل ن)م 


سمخ س 2 


والآن 
ا 7 1 1 1 1 
حبح يي ع ور ب مارك (0)م 
(-15١)التكراراتا‏ لمستقلة 


إذا كانت الحوادثي,ك.....رى, ,4 مستقلة فيا بينها فيمكن أن نكتب كتعميم لا 
وجدناه ي حالة استقلال حادثتين : 
P(A, 42... A4" = P(A) P(A) ... P(A,‏ 


وتنبغى ملاحظة أن تحقق هذه العلاقة لا يكفي للقول باستقلال هذه الحوادث 
شه ا عن مه :د ب عفن فرط أخيرق إا سرف لا دحل هاي 
تفاصيلها . ولكن ما قلناه لا يتعدى أنه إذا كانت الحوادث مستقلة في بينهاء فإن هذه 
العلاقة تكون صحيحة . 


A الاحتمال‎ 


مثال (۲ ٤‏ ۳) 
قذفنا قطعة نقود ثلاث مرات متتالية . احسب احتمال : 
أ- ا حصول على ۸1۸11 


ب_الحصول على وجه ال 11 مرتين . 
المحل: 
يتضح من طبيعة التجربة أنه لا يمكن أن يكون لنتيجة إحدى القذفات» أي أثر 
في الاحتمالات الموافقة لنتائج قذفة أخرى . والقذفات الشلاث هى تكرارات مستقلة 
للتجربة نفسها. وفي كل تكرار نعلم أن 1/2 -(2)1 - (/7)م . 
أ-(7/ في القذفة الأؤلى و۸1 في القذفة الثانية وني القذفة الثالثة) م = (1/17)م 
ي القذفة الثانية) 5 × 40 في القذفة الأؤلى)7 = 
7 في القذفة الثالئة)م × 


ب | یا 
د | لا 
سب | دم 
|26 


ب - حادثة «الحصول على وجه ال۸1 مرتين ولنرمز ها ب ۸ يمكن أن تتحقق بثلاثة 
أشكال مختلفة هي 11117 أو ۸1171 أو 171/1 وهكذا نكتب : 


(حسب المسملة الثالثة). [17٨1( + ° ) 7٨111(‏ )م + (7ززيع )ام = (ر )م 


چ للك س ل عي ا 
8 8 8 


س | من 


كيف علمنا بوجود ثلاثة أشكال مختلفة تحقق المطلوب؟ 


الجواب : عدد هذه الأشكال هو عدد إمكانات اختيار موقعين من ثلاثة مواقع 


(-17) الاحتمال الكلى 
لنفرض أن الحوادث غير الخالية 8 .... ي8 ,8 تشكل تجزئة لفضاء عينة 5. أي 


أنها متنافية ومستنفذة ( © -,8 م ;8 لأي رع ؛ ؛ و 5 = 8 نا... ري ب 8) فيمكن 


التعبير عندئذ عن أي حادثة 4 من ك بدلالة تقاطعات هذه الحادثة مع كل من حوادث 
التجزئة . وهذا واضح مما يلي : 
(ي8 U‏ ... مايق A=ANS= AN (BU‏ 
(AN BJU (AN B7) U .. U(AN Bg)‏ = 


(انظر الشكل )١١-۲‏ 





شكل (7 -17) عشر حوادث,8 إلى م8 تشكل تجزئة لفضاء عينة 5 : 


ووفقا للمسلمة الثالئة نجد : 
P(A) = P(AB;) + P(AB,) + ... + P(ABD‏ 
وبتطبيق قانون الجداء على كل حد من حدود الطرف الأيمن نجد: 
P(B,) + ... + P(A | BQ P(B?‏ (ي8 | P(A‏ + ررظ) 5 P(A) = P(A | B,)‏ 
وهو قانون الاحتمال الكلي . ويمكن كتابته باختصار کا يلي : 
e‏ 


P(A) = >, )م‎ 41B) P(B) 


=1 


مثال (؟_ ه") 
مصنع للجوارب يتضمن ثلاث آلات . مساهمة كل منها في الإنتاج الكلي اليومي 
للمصنع هي» على الترتيب » 06» . 23690 34% . اخترنا عشوائيا جوربا من الانتاج 


الاحتمال 1۳ 


الكلي اليومي للمصنع . ما هو احتمال أن يكون معيبا (فيه عيب صناعي)» علا أن 
النسبة المئوية للإنتاج المعيب في الآلات الثلاث هي » على الترتيب» 196, 296, و296 ؟ 


الحجل 

لنرمز ك 
,4 لحادثة «الجورب من إنتاج الآلة الأولى؛ ؛ 
ره لحادثة «الجورب من إنتاج الآلة الثانية» 
و لحادثة ا«الجورب من إنتاج الآلة الثالثة»» 
4 لحادثة «الجورب معيب) . 


نلاحظ أولا أن 8 ٠‏ ي8 ره تشكل تجزئة لفضاء العينة ك الموافق لتجربة الاختيار 
العشوائي لجورب من مجمل الانتاج اليومي للمصنع . فأي جورب نختاره لابد أن يكون 
من إنتاج الآلة الأولى» أو من إنتاج الآلة الثانية» أو من إنتاج الآلة الشالثة . وبتطبيق 
قانون الاحتمال الكلي نجد : 
B;) P(B;)‏ الل)ط + (ي2)8 (ر8 | P(A‏ + (رظ)م P(A) = P(A! B)‏ 
ولكن من معطيات المسألة نلاحظ أن : 
P (B4) = 0.34‏ ; 0.36 = (ي2)8 ;0.30 = P(B;”‏ 


(لااحظ أن مجموع احتمالات حوادث التجزئة يجب أن يكون مساويا للواحد) . 
0.02 = (ه | P(A! By) = 0.02; P(A‏ ; 0.01 = (ر8 P(A|‏ 


وبالتعويض في علاقة الاحتمال الكلي نجد : 
P(A) = 0.01 x 0.30 + 0.02 x 0.36 + 0.02 x 0.34 = 7‏ 


ملاحظة 


المخطط . عادة» مخطط الشجرة . 
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4 01 - (/4|8)م 
x 0. 01 = 0. 0030‏ 0.30 م 






0. 36 x 0. 02 - 0072 


0.34 x 0.02 = 0. 0068 


0 = المجموع = (۸) ۲ 


شكل :)١15-7(‏ مخطط الشجرة لحل المثال (۲۔ )٣١‏ 


)١-٠۷-۲(‏ طريقة مخطط الشجرة لحل مسألة احتالية 

يمكن تعميم فكرة مخطط الشجرة التي استعرضناها لحل المثال (۲ 36 إلى 
مسائل احتمالية تتعدد فيها المسارات المؤدية إلى الحادثة المطلوبة» ويتألف كل مسار من 
عدة غصون» غصن لكل مرحلة من مراحل التجربة . ويمكن تلخيص الطريقة كا 
يلي : (انظر الشكل 7 ١5‏ التوضيحي) . 


نرسم غصون المرحلة الأولى بجميع أشكاها الممكنة ونحسب احتمال كل منهاء 
(مجموع هذه الاحتمالات يجب أن يساوي الواحد) . ومن كل غصن من أغصان المرحلة 
الأولى » نرسم كل ما يمكن أن يتفرع من أغصان المرحلة الثانية » ونحسب لكل غصن 
منها احتمالها الشرطي في ضوء الغصن الذي سبقه (ومجموع هذه الاحتالات لفروع كل 
غصن من أغصان المرحلة الأولى يجب أن يساوي الواحد أيضا). وهكذا. . . حتى 
نصل إلى المرحلة الأخيرة التي تؤدي إلى الحادثة المطلوبة» ه مثلاء وني هذه المرحلة 
الأخيرة لا يتفرع من كل غصن من أغصان المرحلة السابقة إلا الغصن (الأغصان) التي 
تؤدي إلى الحادثة ۸. ونحسب الاحتمال الشرطي الموافق له (لكل منها) في ضوء جميع 
الغصون السابقة له (لكل منها) والتي تشكل بدءا من المرحلة الأولى وانتهاء بالمرحلة 
الأخيرة مسارا مؤديا إلى 4. 


الاحتهال 10 


ونحسب الآن لكل مسار احتالاء هو جداء الاحتالات المحسوبة لكل غصن 
من غصونه . وأخيرا نجمع احتمالات المسارات المختلفة فنحصل على احتمال الحادثة / 


(رضرعرقاه)م 





احتمال المسار 2,4 8,6 = | صرعر8 1 4) م» ( رقي لرم) مع )C,۱8,)‏ م ×),8) ۶ 
شكل (۲ - :)٠١‏ رسم توضيحي لطريقة مخطط الشجرة 
يقتصر المخطط على أربع مراحل تتألف المرحلة الأولى من # غصنا هي 
BB... B‏ و يتفرع من كل منهاء في المرحلة الثانية 7 غصناهي.ء.....ر».© » ومن 
كل من ال ا * ه غصنا الناتجة يتفرع في المرحلة الثالثة؛ غصنا هي,2.....ر2,2. 
ومن كل من ال # × « × + غصنا الناتجة نأخذ في المرحلة الأخيرة الغصن الذي 
يؤدي إلى 4 ولدينا إذا # × # × » مسارا وكل مسار مؤلف من أربعة أغصان 
متتالية» مثلاء المسارات 4 ب ,8› 4 يط ب8 . . . » 4 ,2 ىن رقء وهكذا. . . 
واحتمال المسان4 بم ن رق» مثلاء هو: 
((,)عط BD‏ | )2 (رظ © ابط)ط (رط P(B, C, D, 4) - P(AI B, C,‏ 


1" الإحصاء والاحتمال 


مثال (5-37”) 

لدينا في الصندوق 1 ثلاث كرات بيض وثلاث كرات سود. وفي الصندوق 11 
لدينا كرة بيضاء وكرة سوداء . اخترنا عشوائيا كرتين من الصندوق 1 ثم خلطناهما جيدا 
مع كرات الصندوق 11. واخترنا من الخليط› عشوائياء كرة واحدة خلطناها جيدا مع 
الكرات المتبقية في الصندوق 21 ثم اخترنا منه كرتين. احسب احتمال أن تكونا من لون 





واحد؟ 
الاحتمال المطلوب : 
ار و وو و و ا او E‏ 
4 15 10 4 15 4 15 10 4 15 10 4 15 
Oleg gS a‏ 
0 2 15 10 4 15 10 4 15 05*4 
E Ch E INES‏ 


جد × × س ل ت بع ت بيع م و ی سک 
10 2 15 10 2 15 2°10 1 
42 252 4 + 18 +18 + 54 +9 + 27 +18 +18 +27 + و 


2 ت س ت 
100 600 600 


(-18) قانون بايز (و822) 


لنفرض في المثال (؟ ‏ 7”6) أننا اخترنا جورباء بصورة عشوائية» فوجدناه 
معيبا. ونريد حساب احتهال أن يكون هذا الجورب من إنتاج الآلة الأولى . أي أننا نريد 


الاحتمال 11۷ 


معرفة الاحتمال الشرطي 4 ۶)81 . ونلاحظ أنه يمكن النظر إلي التجزئة و8 .ي8 ,,8 في 
المشال »)۴١٠-۲(‏ كأسباب» وأن النتيجة التي يمنا هي ما إذا كان الجورب الذي 
نختاره معيبا . والاحتمال المطلوب (4 ١‏ ,)2 هو إذا احتمال السبب ,8 علا أن النتيجة 
كانت 4 . أو بصياغة أكثر تعبيرا احتمال أن تكون 4 (التي وقعت) نتيجة للسبب 8 
دون غيره من الأسباب . ولذلك يسمى مثل هذا الاحتمال» أحياناء الاحتمال السببي . 


ولدينا من قانون الاحتمال الشرطي . 
(8 )م  P(4IB,)‏ (2)8,4 
ا و سه 


ومن قانون الاحتمال الكلي يمكن تعويض (8)4 با تساويه لنجد أخيرا : 
(8 )م (418 )م 


وهو قانون بايز في حالة وجود ثلاثة أسباب» أي وجود تجزئة ل ك تقطعه إلى ثلاثة 


أجزاء . 


وبالتعويض من المثال (70-7) نجد : 





x 0. 30‏ 0.01 كر 
TONE OOS EO‏ 5( 
3 _ 0.003 _ 
7 17 0.017 


وبصورة عامة » إذا فرضنا # من الأسباب» أي تجزئة م8 .... ر8 ,8 . وكان المطلوب 
حساب 4 ,۶)8 أي احتال أن الحادثة 4 التي وقعت كانت نتيجة للسبب ,» دون 
غيره من الأسباب » نكتب من قانون الاحتمال الشرطي : 


(/8)م ( ,8 Al‏ )م 0 )4 ,8 )م 


م TEE‏ ال اناق 





۱۸ الأحصاء والاحتهال 


وبتعويض (04 في المقام ب) يساويها» استنادا إلى قانون الاحتال الكلي » نجد قانون بايز 
AIB.) 7”) 8‏ )م 
Ea‏ الال دور دن 


(8 )م )418 )م رح 


i= f 


مثال (۲ - ۳۷) 

في مجتمع من البالغين تبلغ نسبة الإصابة بمرض السكري 8%. واحتمال أن يقرر 
طبيب معين إصابة شخص بهذا المرض» علا أنه مريض بالفعل» هو 0.95 واحتمال 
أن يقرر إصابته علا أنه غير مصاب هو 0.02 . ماهو احتمال أن يكون شخص بالغ 
مريضا بالسكري علما أن الطبيب أنبأه بذلك؟ 


الحل 

نتعرف أولا على حوادث التجزئة» وهي ما سميناه بالأسباب . ومن العلامات 
المميزة لحوادث التجزئة أن مجموع احتمالاتها يجب أن يكون الواحد . ومن الواضح أنها 
هنا الاصابة أو عدم الاصابة بالسكري . 


لتكن 4 حادثة الإصابة بمرض السكري» ونعلم من معطيات المسألة أن 
8 - (8)” . ولتكن / حادثة عدم الاصابة بمرض السكري» ومن الواضح أن 
2 - ( ۶)8 . لتكن 4 حادثة أن الطبيب شخص الإصابة بالمرض . فلدينا من نص 
المسألة أن 5 - (2)418 ١‏ و 0.02 - ('8 | )م والمطلوب هو حساب 4 ١8)م‏ 
ووفقا لقانون بايز لدينا : 


(8)م (هام)م 


P(A4|B) P(B)+ P( 418°) (/8)م‎ 


0.95 x 0.08 E 
0.95 x 0.08 + 0. 02 x 0.92 0.094 


P(B|I A۸) = 


الاحتهال 34" 


تمارين(0-75) 


)١‏ إذا كانت ٨‏ حادثة أن يحصل خالد على تقدير ممتازء و © حادثة أن يكون متفوقا في 
الرياضة . عبر بكلمات عم| تعنيه الرموز التالية : 
أ( زعام ب-(11 ماف ج-(۶)11|G‏ » 
د-(© | “انام ه-(6 | «P11‏ و-)11° | P)G‏ . 





۲) إذا رمزنا ب 4 لحادثة أن يكون شخص مصابا بعمى الألوان» ورمزنا ب© لحادثة أن 
يكون تحت العاشرة من العمر. عبر عن الاحتالات التالية رمزيا: 
| -_احتمال أن الشخص تحت العاشرة ومصاب»› 
ب -_احتمال أن شخصا تحت العاشرة مصاب » 
ج _ احتمال أن عمر شخص مصاب عشرة أو أكثر 
ده - احتيال أن شخصا عمره عشرة أو أكثر غير مصاب بعمى الألوان. 


۳) تقدم ستون شخصا لوظيفة. عند تصنيفهم وفقا للشهادة والخبرة حصلنا على 
الجدول التالي : 





اخترنا أحد المتقدمين بصورة عشوائية . ولنرمز ب© لحادثة أنه يحمل شهادة 
جامعية» وب 7 لحادثة أن له خيرة سابقة . 

٤ احسب الاحتالات التالية من الحدول مباشرة‎ | 
P(GI T)« P(TI ورت‎ P(G TY P(7G)« P(TW« )م‎ 

ب تحقق أن 


P(G 7)‏ (76 )م 


E aS 


P(T G) = 





۲۰ الإحصاء والاحتمال 


)٤‏ كجزء من الحملة الدعائية تقدم شركة للصناعات الغذائية جائزة مقدارها حمسون 
ألف ريالا لواحد من يرسلون أسماءهم مكتوبة على طلب اشتراك في المسابقة . 
ووفقا لرغبة المشترك» يمكنه أيضا أن يرسل مع الطلب» الجزء العلوي من علبة 
تغليف لأحد منتجات هذه الشركة . وقد تبين من فرز وتصنيف 000 60 طلب 
اشتراك ما يلي : 


بدون الجزء العلوي 
ا 








إذا اختير رابح 8 بالقرعة» وكانت0© حادثة أن يكون الفائز سعودياء و 8 
حادثة أن الفائز ممن أرسلوا الجزء العلوي من علبة تغليف . احسب كلا من 
الاحتالات التالية : 

P(c) -‏ , (ك )م , (ه)م , (نهام P(CB),‏ , )8 م )م 
(قاهء)م, (ءإع)م , (“'مإك )م ( |'م)م. 


ب - استخدم النتائج في أ للتحقق مما يلي : 


PBC) _ P)€8(‏ ار ز, 

pم(C‎ |8’) = TE 2687 TET 38 
هام‎ C) م‎ _ PBC) 
LESTE “مام‎ lc )- TE 


6 لنفرض» في التمرين السابق» أنه أعيدت ترتيبات اختيار الفائز بحيث تتضاعف 
فرصة من يرسل الجزء العلوي من علبة تغليف . أعط تصورا للترتيب الحديد» وأعد 
كافة الحسابات المطلوبة في ذلك التمرين. 


ا ۲۲۱ 


1) في التمرين ٩‏ من مجموعة التهارين (۲-۲)»› احسب : 
أ احتمال أن المشترك سوف لا يحصل على جائزة التجويد علا أنه حصل على 


جائزة التفسير. 
ب احتمال أن.المشترك سوف يحصل على جائزة التفسير علا أنه لم يحصل على 
جائزة التجويد. 


۷) لدى مدير مركز أبحاث المعلومات التالية : احتمال أن يتم استلام تجهيزات » يحتاجها 
مشروع معين» في وقتها هو 0.8. واحتمال أن يتم تسليم التجهيزات في وقتها وإتمام 
المشروع في وقته المحدد هو 0.45. 

أ _احسب احتمال إتمام المشروع في وقته علا أن التجهيزات قد لمت في وقتها . 
ب _إذا كان احتمال أن يتم المشروع في وقته هو 0.5» وعلمت أن التجهيزات سوف 
لا تتيسر في وقتهاء فكم سيصبح هذا الاحتمال؟ 


۸ تتولى مراكز التأهيل الطبي في المملكة مهمة تأهيل المرضى ال معاقين جسميا. وفيا يلي 
جدول يبين الحالات الجديدة التي تم تأهيلها لعام ٠٤٠١١‏ هفي كل من مركزي مكة 
المكرمة والرياض : * 





*« درنس ر ای او 4ه الصادر عن وزارة الصحة في المملكة العربية 
السعودية . 





۲۲ الإحصاء والاحتمال 


إذا اخترنا إحدى الحالات عشوائيا فاحسب احت ال أن تكون : 
١-حالة‏ شلل أطفال» ب من مركز مكة المكرمة» ج_من مركز الرياض علا أنها 
حالة بتر أطراف» د حالة تشوه علا أنها من مركز مكة المكرمة» ه- حالة شلل 
إربي أو شلل أطفال» و حالة شلل إربي أو شلل أطفال علا أنها من مركز 
الرياض. 


4) فيا يلي جدول يبين عدد الحجاج وعدد حالات ضربة الحرارة في مكة والمشاعر 
حسب الجنسية وذلك لعام 505١اه:‏ 


14551 
43512 


14509 
13631 
4298 
2498 
103212 





| -إذااخترنا أحد الحجاج عشوائيا فا احتمال أن يكون ممن أصيب وا بضربة 


الحرارة.* 
ب _إذا اخترنا حاجا بصورة عشوائية فوجدناه سعودياء ما احت ال ألا يكون قد 
أصيب بضربة الحرارة . 


ج_إذا اخترنا حاجا بصورة عشوائية فوجدناه مم نأصيبوابضربةا حرارة» ما هو 
احتمال أن يكون من إحدى البلاد المذكورة تفصيلا في الجدول ومطلة على 
البحر الأنيض المتوسط . 
# مأخوذ من التقرير الصحي السنوي لعام 407١ه‏ الصادر عن وزارة الصحة في المملكة العربية 
السعودية . 


الاحتمال ۳ 


80% أظهر تصنيف لطلبة إحدى الكليات أن 40% منهم من أهالي الرياض» و‎ ٠ 
منهم يتناولون وجبة الغداء بانتظام في مطعم الجامعة» و 30% منهم من أهالي‎ 
** . الرياض ويتناولون وجبة الغداء بانتظام في مطعم الجامعة‎ 

أ -ماهي النسبة المثوية للطلبة من غير أهالي الرياض ولا يتناولون وجبة الغداء 
بانتظام في مطعم الجامعة . 

ب - من بين الطلبة من أهالي الرياض ما هي نسبة الطلاب الذين يتناولون وجبة 
الغداء بانتظام في مطعم ا لجامعة؟ - 

ج_من بين الطلاب الذين لا يتناولون وجبة الغداء بانتظام في مطعم الجامعة ما 
هي نسبة الطلاب من أهالي الرياض؟ 


١‏ ينتمي ستون بالمائة من الطلبة المسجلين في مقرر الاحصاء 101 إلى كلية العلوم ؛ 
وينتمي الباقون إلى كلية ا لحاسب الآلي . وكانت نسبة النجاح في هذا المقرر هي 
70% بالنسبة إلى طلاب كلية العلوم» بين) ترتفع هذه النسبة إلى 90% بين طلاب 
الحاسب الالي : 

أ _اخترنا طالبا بصورة عشوائية» فا احتمال أن يكون ناجحا؟ 
ب _إذا علمت أن الطالب الذي اخترناه كان من الناجحين» فا احتمال أنه من 
طلاب كلية الحاسب الآلي؟ 


۲ أي الأزواج التالية من الحوادث مستقل وأيها غير مستقل؟ 
| _أن يكون سائق سيارة خموراء وأن يرتكب حادث اصطدام» 
ب الحصول على ثلاث ثم ثلاث في قذفتين متتاليتين حجر نرد» 
ج_أن يكون شخص مدير مصرف» وأن يكون أسود الشعرء 
د -حصول بنشر لسيارتك » وتأخرك عن موعد عملك› 
ه_ أن يكون شخص من مواليد يوليو (تَور) وأن تكون قدماه مسطحتين › 
و _أن يكون لديك رخصة قيادة» وأن تمتلك سيارة» 
ز -_أن تكون تمن يعيشون في الرياض» ومن هواة جمع الطوابع › 
ح أي حادثتين متنافيتين وغير مستحيلتين . 


۳ في المثال (؟ -4)» افترض أن الاحتمالات المخصصة لنقاط العينة كانت ما يلي : 


کے عه ا ت م هات ات س 


لتكن × حادثة أن الشخص الأول على الحياد» و 5 حادثة أن الشخص الثاني ضد 
القضية . 
| -احسب S) «P(N 8S) «P(S) «(NM‏ الل)ص 
ب تحقق أن الحادثة ۸ مستقلة عن الحادثةكء 
ج- تحقق أن الحادثة ٧‏ مستقلة عن الحادثة” ى» 
د -تحقق أن الحادثة ك مستقلة عن الحادثة” لل 






٥‏ يحتفظ مستشفى بسيارتي إسعاف احتياطا للطوارىء . ونظرا لتوقيت الطلب أو 
لإمكانية وجود عطل ميكانيكي » فإن احتمال توفر سيارة إسعاف معينة عند 
الحاجة إليها هو 0.9. وتوفر إحدى السيارتين مستقل عن توفر الأخرى . 
والمطلوب : 

ما احتمال ألا تتوفر أي منهما؟ 
ب إذا احتجنا لسيارة إسعاف في حالة طارئة فا احتمال تلبية الطلب؟ 


5)الحادئتان 4» 8 مستقلتان . و 0.3 - (2)4 » 0.4 = (27)8» احسب : 
احتمال وقوعهم| معاء 
ب احتهال وقوع واحدة منهما على الأقل » 
ج_ احتمال وقوع واحدة منههما بالضبط › 
د احتمال عدم وقوع أي منها . 


١٠١‏ ) إذا كان احتمال مولود ذكر يساوي 1/2. وكان ا لجنس مستقلا من طفل إلى آخر» فا 
احتمال أن نجد في أسرة تتضمن أربعة أطفال : 
| _الأطفال الاربعة ذكور؟ 
ب أحدهم على الأقل ذكر؟ 
ج عدد الذكور يساوي عدد إلاناث؟ 


4) كم مرة يجب قذف قطعة نقود حتى يكون احتمال ملاحظة وجه ال 7 مرة واحدة 
على الأقل أكبر من 0.9؟ 


9) خمس قطع من الورق كتبت عليهاالحروف ۾ ط» 6» 4» »٠‏ حرف على كل 
قطعة . سحبنا ثلاث قطع عشوائيا. لتكن ۸ حادثة الحصول على الحرف 2 ولتكن 
8 حادثة الحصول على الحرف 25 ولتكن 0 حادثة عدم الحصول على الحرف 4 في 
المجموعة التي اخترناها . احسب : 
| _-(م)ص «P(C) «P(B)‏ 
ب هل 4 و© مستقلتان؟ 
ج احسب )۸4 P(AUC) «P(C | 8) «P(8|‏ 


. في ناد يتضمن ستة أطفال» من بينهم أحمد وخالد . اخترنا بالقرعة لجنة من ثلاثة‎ ٠ 
ماهو احتهال أن تتضمن اللجنة أحمدا ولا تتضمن خالدا؟‎ -١ 
ب _إذا علمت أن اللجنة تتضمن أحمدا فا هو الاحتمال الشرطي أنها تتضمن‎ 
خالدا أيضا؟‎ 


١‏ ) أنتجت آلة صناعية 20 قطعة» فوجد أن 12 منها موافقة للطول المطلوب و 5 قطع 
أكبر من الطول المطلوب» و3 قطع أصغر من الطول المطلوب. سحبت قطعة 
من هذا الانتاج عشوائيا . احسب احتمالات الحوادث : 
ا القطفة المتخوية مرافقة للطوك الطلوية» 
ب - القطعة المسحوبة غير موافقة للطول المطلوب› 
ج- القطعة المسحوبة أكبر من الطول المطلوب علا أنها غير موافقة للطول 
اطا 


احرف الإحصاء والاحتال 


۲١‏ ) في التمرين السابق» إذا سحبنا قطعتين بدون إعادة» فاحسب احتالات 
الحوادث : 
| -القطعتان المسحوبتان موافقتان للطول . 
ب القطعتان المسحوبتان غير موافقتين للطول . 
ج القطعتان المسحوبتان أكبر من الطول المطلوب . 
د -القطعة الأولى موافقة للطول المطلوب والثانية أكر منه. 
ه ‏ واحدة أكبر من الطول المطلوب » والأخرى أصغر من الطول المطلوب . 


۳ ) في التمرين السابق احسب الاحتمالات المطلوبة إذا كان السحب يجري مع 
الإعادة . 


4) عينة تتضمن 4 صماما منها 5 تالفة. سحبت بدون إعادة عينة من 4 صامات 
احسب احتمال : 
| -ألا تتضمن العيئة صمامات تالفة» 
ب أن تكون العينة كلها تالفة» 
ج- أن يكون نصف العينة تالفاء 
د - أن تتضمن العينة قطعة واحدة تالفة . 
65 حل التمرين السابق إذا كان السحب مع الإعادة . 
5)نعلم أن احتمال وقوع أي عدد من الحوادث . المستقلة في بينهاء يساوي جداء 
احتمالاتها . استخدم هذه القاعدة الحساب احتمال : 
| -الحصول على وجه ال7 ثاني مرات متتالية عند قذف قطعة نقود متزنة ثاني 
مرات . ْ 
ب - الحصول على وجه ال في القذفات الأربع الأولى ثم الحصول على وجه ال7 
في القذفات الأربعة التالية . ْ 
ج _الحصول على 5 أو 6 ثلاث مرات عند قذف حجر نرد متوازن أربع مرات . 
د أن يصيب رام الهدف خمس مرات متتالية علا أن احتمال إصابته للهدف في 
كل مرة 20.9 وأنه يمكن افتراض الاستقلال بين رمية وأخرى . 


الاحتمال يفف 


۷ ) حزمتان من البطاريات تحوي كل منهما ست بطاريات . وفي كل منهما بطاريتان لا 
تعملان . إذا اخترنا بطاريتين من كل حزمة فا احتمال أن تكون البطاريات الأربعة 
عاملة؟ 


۸ إذا علمق أن الصندوق 1فيه ثلاث كرات بيض وخحمس كرات سود» وفي 
الصندوق 11 حمس كرات بيض وثلاث كرات سود. وسحبنا مع الاعادة كرتين من 
الصندوق 1» وبدون إعادة كرتين من الصندوق 211 ف هو احتمال الحصول على : 
| -4 کرات بيض 
ب - كرتين بيضاوين 
ج-كرة سوداء واحدة على الأقل . 


4) بالاشارة إلى التمرين ٠١‏ . لنفرض أننا اخترنا بصورة عشوائية بطاريتين من الحزمة 
الأولى وخلطناهما مع بطاريات الحزمة الثانية» ثم أخذنا بصورة عشوائية اثنتين من 
البطاريات الثاني في الحزمة الثانية» فما هو احتمال أن تكونا عاملتين؟ 


۰ ) يتضمن صندوق ثلاث كرات حمراء وأربع كرات بيضاء ومس كرات زرقاء» 
ويتضمن صندوق آخر كرة حمراء وست كرات بيضاء وثلاث كرات زرقاء. سحبنا 
عشوائيا كرة من كل صندوق . احسب احتتالات الحوادث : 
| _الكرتان من اللون نفسه» 

ب واحدة حمراء وواحدة بيضاء » 
ج-واحدة حمراء على الأقل» 
د _كلاهما ليست زرقاء . 


١‏ ) يقوم مصنع بتنفيذ دورات تدريبية لمعظم عماله الجدد . ونعلم من سجلات المصنع 
أن 3596 من بين العمال الجدد الذين لم يتلقوا الدورة التدريبية يحسنون أداء 
عملهم ؛ بين| ترتفع هذه النسبة إلى 86% بين العمال الجدد الذين تلقوا الدورة 
التدريبية . إذا علمت أن 8096 من العمال الجدد في المصنع تلقوا دورة تدريبية . فا 
احتمال أن عاملا اخترناه عشوائيا من بين العمال الجدد سيّحسن أداء عمله؟ 


۲۲۸ الإحصاء والاحتمال 


۲ ) يستأجر فندوق سيارات لنزلائه من 3وكالات ×»۷» »Z‏ وذلك وفق النسب 
التالية : 20% من ×» و4090 من ۲» و4090 من 7 . إذا كان 14% من سيارات × 
و4‰ من سيارات ٠۲‏ و896 من سيارات 2 تفتقر إلى مذياع ؛ فا احتمال أن سيارة 
استؤجرت لأحد النزلاء تفتقر إلى مذياع؟ 


۳ ) احتمال أن يشترك مقاول 4 في مناقصة لبناء دار جديدة لبلدية إحدى المدن هو 
2. اشترك المقاول 8 في المناقصة. واحتال أن يفوز بالعقد هو 2/3 في غياب 
المقاول 4» ويصبح 1/5 فقط عند اشتراك المقاول 4 في المناقصة. إذا علمت أن 
المقاول 8 قد فاز بالعقد فا احتمال أن المقاول 4 لم يشترك في المناقصة؟ 


4") في مكتب للبريد ثلاثة أقسام هي ۸ © ك تقوم بتصنيف وتوزيع الخطابات . ونعلم 
من السجلات السابقة للمكتب أن ك يرتكب خطأ واحدا في كل مائة خطاب» 
وأن 8 يرتكب خسة أخطاء في كل مائة خطاب » أما/ فيرتكب ثلاثة أخطاء في كل 
مائة خطاب . كا نعلم أن العمل موزع بين الأقسام الثلاثة بحيث يقوم 5 بتصنيف 
وتوزيع 30% من الخطابات بين] يقوم © بتصنيف وتوزيع 40% منهاء ويتولى ۸ 
الباقي . في حالة حدوث خطأء ما هو احتمال أن يكون © مسؤولا عنه؟ 


0 تتوزع أبقار مزرعة بين أنواع ثلاث ۸4 8 © » وفق النسب التالية» 25% من النوع 
“A4‏ 0 من النوع 8» و4090 من النوع 0 . ونعلم أن 3 الأبقار من النوع ۸» و1/2 
الابقار من النوع 8« و 1/4 الأبقار من النوع © › يعطي أكثر من 10 كغ حليب 
يوميا . 
| اختيرت بقرة من أبقار المزرعة عشوائيا فوجد أنها تعطي أكثر من 10 كغ حليب 

يوميا. ما احتمال أن تكون من النوع ؟ 
ب اختيرت بقرة عشوائيا فتبين أنها تعطي ما لا يزيد عن 10 كغ حليب يومياء ما 
احتال أن تكون من النوع 13؟ 
١‏ توضح سجلات الشرطة أن 30% من حوادث الانفجارات تقع بسبب انقطاع 


مفاجىء في التيار الكهربائي» وأن % منها يقع بسبب ضعف أحد الأجهزة 
# النسب المعطاة افتراضية 


الاحتمال ۲۳۹ 


الكهربائية» وأن 5090 يقع بسبب اشتعال أحد الأسلاك» وأن 5% يقع بفعل 
فاعل. ونعلم من تقديرات الخبراء أن احتمال وقوع الانفجار عند توافر أحد 
الأسباب السابقة هوء على الترتيب» 20.25 0.20» 0.40» 0.75. إذا حصل انفجار 
فكيف نستخدم قانون بايز لتحديد السبب الأكثر شبهة؟ 


۷ ) يخطط صديقك لقضاء عطلة الأسبوع في إحدى المناطق السياحية أ أو ب أو ج 
ويأخذ قراره بالاختيار كا يلي : يقذف حجر نرد فإذا حصل على عدد زوجي يزور 
المنطقة أ وإذا حصل على عدد فردي يقذف قطعة نقود» ويزور المنطقة ب إذا 
حصل على 11والمنطقة ج إذا حصل على 7. ونعلم أن احتمال هطول المطر في كل 
من المناطق الشلاث هوء على الترتيب» 0.3» 0.4» و0.2. عندما عاد صديقك 
وجدت الوحل على عجلات سيارته فم هو احتال أنه زار المنطقة أ ؟ 

حوار مع ملحد من منظور إحصائي 

المؤمن : أنت تعتقد أن مختلف الظواهر في أنفسنا وفي هذا الكون من حولنا 
هي بفعل المصادفة البحتة . 

الملحد: نعم. 

المؤمن : هل يمكن لظاهرة واحدة من الظواهر أن تكون لغير المصادفة بل بفعل 
خالق مدبر. 

الملحد: بالطبع لاء إذ لو اعتقدت بإمكانية ذلك لانحسب إياني هذا على 
جميع الظواهر بلا استثناء . وليس هناك ما يسوغ إمكانية وجود جزئي لمدبر يتناول 

ظاهرة أو ظواهر معينة ويعجز عن تدبير وتصريف غيرها أو ينصرف عنها . 

المؤمن: حسناً. لو أمعنا النظر لوجدنا العديد من الظواهر المستقلة بعضها عن 
بعض فما هو التأثير المتبادل. مثلاً» بين قدرتك على السمع أو النطق وبين النظام 
العجيب الذي تسير وفقاً له حياة جماعة من النمل؟ وما هي العلاقة بين النظام 
الملدهش لمملكة النحل وبين مراحل تطور الجنين البشري في رحم الأم؟ وماهي 
العلاقة بين سرعة دوران الأرض حول نفسها وقدرة الخفافيش على أن تبلغ أهدافها 
في الظلام الدامس؟ في الحقيقة يمكن أن نستعرض عدداً هائلاً من الظواهر المستقلة 
في كوكبنا الأرضي وحده» الذي لا يشكل إلا ذرة لا متناهية في الصغر من الكون 

الفسيح بما يحويه من بلايين المجرات . 


۳۰ الإحصاء والاحتمال 


الملحد: لا اعتراض لي على ما تقول ولكن ما هو قصدك من ذلك . 

المؤمن : لابد نلك سمعت بنظرية تسمى نظرية الاحتمالات» وهي نظرية تتدمي 
إلى ميدان الرياضيات البحتة. دعنا نسجل 1 من الظواهر المستقلة ڈ ثم يم عليها فوذجاً 
احتمالياً هو نموذج بيرنوللي . وسأقيم هذا التموذج متحي لاحك وبالقدر الذي ترغيه. 

كل ظاهرة من هذه الظواهر إما أن تكون بفعل المصادفة البحتة كما : تقول أو لا 
تكون. لنفترض أنها بفعل المصادفة البحتة باحتمال عال جداً هو (ع-1) حيث £ 
صغير جداً. فهذا النموذجء المنحاز بشدة لصالحك» سيخصص لكل من نقاط 
فضاءالعينة» وعددها "2ء احتمالاً. والنقطة الوحيدة التي تخدم أغراضك هي 
النقطة التى تمثل الحادثة الابتدائية التالية : 

جميع هذه الظواهر بدون استثناء هي بفعل المصادفة. والاحتمال الخصص لهذه 

النقطة . أي احتمال أن يكون هذا صحيحاً هو ”(ع كما حوبت رد يدا في الارنه 
الاحتمالات ولا يجادل في هذا اثنان» أما بقية نقاط العينة وعددها 1- ”2 فهي تخدم 
هدفي . وهي تمثل في جملتها حادثة ة أنه يوجد على الأقل ظاهرة واحدة من بين هذه 
الظواهر ال ١‏ ليست بفعل المصادفة» وإنما من تدبير خالق واحد أحد. واحتمال هذه 
الحادثة هو '(ع-1)-1 ومن الواضح أن احتمال أن تكون محاكمتك صحيحة وهي "(1-8) 
يتناهى إلى الصفر مع زيادة 7. فيما يتناهى "(1-8)-1) إلى الواحد» وهو احتمال أن 
تكون محاكمتي صحيحة . وإليك الآن بعض الحسابات التي توضح ذلك : 


1-€ n (1-£)" 
.9 35 .01 

0.99 688 .001 

.999 9206 .O001 


2-2001 115124 9999. 
فهل هناك أيها الظالم أثر من الحكمة أو المنطق السليم في اتباع محاكمة ينتهي 
احتمالها إلى الصفرء والإعراض عن محاكمة تنتهي احتمالها إلى الواحد؟ 
ولو شاء ربك لمن من في الأرض كلهم جميعا أفأنت تکره الناس حتئ يكونوا 
مؤمنين 4 [يونس : 14۹ . (وترى الشمس إذا طلعت تزاور عن كهفهم ذات الْيمين وإذا 
غربت تُقرضهم ذات الشمال وهم في فجوة مه ذلك من آيات الله من بهد الله فهو المهتد 
ومن يضلل فن تجد لَه وليا مرشدا » [الكهف .[\V:‏ 


الفصل الثالث 


المتغير العشوانى والتوزيع الاحتمالي 
)١-۳(‏ مقدمة 


رأينا أن التجربة هي أي عملية تؤدي إلى قياس أو ملاحظة . وعدد الخريجين من 
جامعة الملك سعود مثلا هو قياس كمي ؛ أو ملاحظة كمية» وأن تفوز الفرس «روعة» 
في سباق نادي الفروسية القادم أولا تفوز ملاحظة وصفية أو كيفية. ويمكننا دائ| رد 
المعلومات الكيفية إلى معلومات رقمية بتخصيص عدد لكل نی نتيجة وصفية وفق نظام 
متفق عليه سلفاء فنسجل» مثلاء الرقم 1 إذا ربحت «روعة» السباق والرقم 0 إذا لم 
تربحه . وإذا رمزنا لعدد الخريجين ب × » ولنتيجة «روعة» في السباق ب 1» فمع نهاية 
كل عام دراسي سنحصل على قيمة للمتغير × » ومع ختام كل سباق تشارك فيه «روعة» 
سنحصل على قيمة ل ۲ . ومن الطبيعي أن نقول عن متغير مثل × أو + إنه متغبر 
عشوائي» لأن القيم التي يفترضها كل منها مرتبطة بتجارب عشوائية . 


مثال )١-7(‏ 
لتكن التجربة اختيارا عشوائيا لطالب من الطلاب المسجلين في جامعة الملك 
سعود» وليكن : 
× = 1 أو 0 وفقا لما إذا كان يسكن أو لا يسكن في المدينة الجامعية . 
لا = عدد إخوته . 
7 = طوله بالسنتمتر. 


غرف 


۳۲ الإحصاء والاحتمال 


فالمتغيرات ×» 2۲ هي متغيرات عشوائية . ونلاحظ أن فضاء العينة لمثل هذه التجربة 
هو مجموعة الطلاب المسجلين في جامعة الملك سعود» كل طالب يمثل نقطة عينة 
(نتيجة تمكنة). وكل متغير من هذه المتغيرات الثلاثة يأخذ قيمة واحدة وواحدة فقط 
عند كل نقطة عينة: وهو من هذا الوجه يشكل دالة عددية معرفة على فضاء العينة . 
فمن أجل كل طالب يأخذ × قيمة واحدة فقط هي إما 1 أو 0ء ويأخذ ۲ قيمة واحدة 
فقط هي عبارة عن عدد صحيح غير سالب . ويأخذ 7 قيمة واحدة فقط هي عبارة عن 
عدد حقيقي موجب . 


مثال (۳۔ ۲) 

لتكن التجربة هي قذف ثلاث قطع نقودء وليكن × عدد أوجه ال // التي 
نحصل عليها. فالمتغير»ا هو متغير عشوائي قيمه الممكنة 0 أو 1 أو 2 أو 3 . وهو يأخذ 
عند كل نقطة عينة من النقاط الثاني التى يتضمنها فضاء العينة هذه التجربة قيمة 
واحدة فقط من هذه القيم الممكنة . والجدول )١-۳(‏ يبين ذلك . 


(HHH) (HHT) (HIH) (THH) (HTT) (THT) (CTIH) (TTT) 





ومن الواضح أن ×يمثل دالة عددية معرفة على فضاء العينة 5 . [0,1,2,3] وي 
وأن 3 = (HHIH)‏ عر 2= X (HTH) = 2 « X (HHT)‏ » الخ . . . 


وئما سبق يتضح لناء بصورة عامة » التعريف التالي للمتغير العشوائي . 


)١-1١-(‏ تعريف المتغير العشوائي 

المتغير العشوائى هو دالة عددية معرفة على فضاء عينة . 
وقد رأينا في الفصل السابق أن الحادثة هي مجموعة جزئية من فضاء غينة» فيا هو 
حكم2 = × مثلاء وهل تمثل حادثة؟ والجواب نعم لأن 2 - × تعني وقوع واحدة من 
النقاط (228/1) أو (/2772) أو (7) . وسنصطلح على أن [2 = ×] تمثل الصورة 
العكسية ل2 = ×أو (2) × ونكتب : 


المتغير العشوائي والتوزيع الاحتمالي ۳ 


[xX =2]= X 7 (2) = (HHT), (HTH), (THH)} 
وهذا يسمح لنا بالقول إن 2 - × حادثة عددية نعبر عنها بدلالة المتغير العشوائي . ذلك‎ 
لأن ها ما يقابلها في فضاء العينة الأصلى ك . ونلاحظ أكثر من ذلك أن الحوادث العددية‎ 
هي حوادث متنافية وتشكل تجزئة لفضاء العينة‎ X=3 X=2 cX=1 X=0 


الأصلى ك » ففي الواقع : 
0 - × تمشل الحادثة ((777)) = (1)0- × أي مجموعة نقاط العينة التي يأخذ فيها × القيمة 
2.60 


1 - × تمثل الحادثة ((/777) ,(7717) ,(2177)) = (101 × » أي مجموعة نقاط العينة التي 
يأخذ فيها × القيمة 1 » ١‏ 
2 - × تمثل الحادثة (HTH), (HHT))‏ ,12127 ) = (1)2- × » أي مجموعة نقاط العينة 
التى يأخذ فيها × القيمة 2 » 
3 - × تمثل الحادثة ((/811/8)) = (1)3- × أي مجموعة نقاط العينة التي يأخذ فيها × 
القيمة3 . ١‏ 
وهي في مثالنا هناء وفي غيره أيضاء متنافية بالضرورة » لأنه لو كان بين أي اثنين منها 
نقطة عينة مشتركة» لاقتضى ذلك أن يكون ل × قيتران مختلفتان في تلك النقطة» ما 
يتناقض مع حقيقة أن × دالة كا ينص التعريف . وسنقول إن المتغير × ولد فضاء عينة 
جديدا هو مجموعة قيمه الممكنة (2,3 ,1 ,0) . 
مثال (7-31) 

نقذف قطعة نقود حتى يظهر وجه ال 8 للمرة الأولى . وليكن × عدد القذفات 
التي نحتاجها . النتائج الممكنة للتجربة أو فضاء العينة هو: 
ومن الواضح أن × يمكن أن يكون 1 أو 2 أو 3 الخ. . . أي أن فضاء العينة الذي 
ولده ر أو مجموعة قيمه الممكنة هي مجموعة الأعداد الطبيعية . 3.. ,4 ,3 ,2 ,1). 

(۲-۳) تصنيف المتغيرات العشوائية 


ولنعد إلى المشال ›»)١-۳(‏ ولنتساءل عن مجموعة القيم الممكنة ل 202 طول 
الطالب . بها أننا سنستخدم مسطرة مدرجة لقياس الطول فإن طول الطالب سيقابل 


بالف الإحصاء والاحتهال 


نقطة على هذه المسطرة هي » في الواقع » نقطة على حور موجه . والقيمة التي يأخذها 2 
يمكن أن تكون أي نقطة من فترة على حور موجه . وبالطبع يوجد في أي فترة من حور 
موجه» مه| كانت صغيرة . ما لا نهاية له ولا يمكن عده أو حصره من النقاط . وبالرغم 
من أن فضاء العينة الذي يولده المتغير × في المثال (۳-۳) لا نهائي أيضا. إلا أن هناك 
خلافا أساسيا بين طبيعتى الفضائين . فنقاط فترة من محور الأعداد الحقيقية هى مجموعة 
لا نهائية لا يمكن عدهاء أي لا يمكن إقامة تقابل بين هذه النقاط وبين الأعداد 
الصحيحة الموجبة ... ,3 ,2 ,1. ولو أخذنا الفترة [200 ,160]» مثلاء واعتبرنا 160 مقابلا 
للعدد الصحيح 1 ٠‏ ثم سألنا أنفسنا ما هو العدد الذي يليه أي العدد الذي سيقابل 2 
لاستحالت الإجابة . ومهما كان العدد الذي نرشحه قريبا من 160 فسيبقى بين مثل هذا 
العدد وال 160 ما لا يحصى ولا يعد من الأعداد . أما قابلية العد في فضاء العينة المتولد 
عن المتغير × في المشال (۳-۳) فهي أمر واضح لا يحتاج إلى تعليق . وهكذا نجد أن 
قابلية العد تميز بين صنفين من فضاءات العينة سنعرفههما فيم يلي : 


)١-۲-۳(‏ الفضاء المنفصل 
نقول عن فضاء عينة إنه فضاء منفصل إذا كان يحوي عددا منتهيا من النقاط أو 
لا نهاية قابلة للعد من النقاط . 


(۲-۲-۳) الفضاء المتصم 
نقول عن فضاء عينة إنه فضاء متصل (أو مستمر) إذا كان يحوي لا نهاية غير 
قابلة للعد من النقاط . 


متصلة (أو مستمرة) . 


7-7-0 المتغير العشوائي المنفصل 
نقول إن المتغير العشوائي منفصل إذا كانت مجموعة قيمه الممكنة مجموعة منتهية 
أو لا نهائية قابلة للعد. أي إذا كان فضاء العينة الذي يولده هذا المتغير فضاء منفصلا. 


ا متغير العشوائي والتوزيع الاحتمالي ro‏ 


)٤-۲-۳(‏ المتغير العشوائي المتصل (المستمر) 

نقول إن المتغير العشوائي متصل (أو مستمر) إذا كانت مجموعة قيمه الممكنة لا 
نهائية وغير قابلة للعد . أي إذا كان فضاء العينة الذي يولده هذا المتغير متصلا (أو 
مستمرا) . 

(-”) المتغبرات العشوائية المنفصلة وتوزيعاتها الاحتالية 

رأينا أنه يمكن التعرف على نوع المتغير العشوائي من خلال اتصاف مجموعة 
قيمه الممكنة أو عدم اتصافها بقابلية العد. وإذا أمكن للمتغير أن يفترض أو يتخذ 
عددا منتهيا أو لا نهائيا قابلا للعد من القيم فهو متغير منفصل . وني معظم المسائل 
التى نواجهها في الحياة العملية تمثل المتغيرات المنفصلة قياسات على شكل تعداد 
مل عدد حوادث المرور في مدينة الرياض خلال أسبوع » وعدد الإشارات الحمر 
التي تواجهها في طريقك إلى عملك » وعدد القطع المعيبة صناعيا في الإنتاج اليومي 
لمصنع » وعدد حالات الطلاق خلال سنة في مدينة معينة» وعدد البكتريا في سنتمتر 
مكعب من الماء» وعدد الطائرات التي تصل في اليوم في رحلات دولية إلى مطار الملك 
خالد الدولي إلخ . وإذا كان عدد الإشارات التي تجتازها في طريقك إلى عملك هو 
عشر إشارات فإن غدد الإشارات الحمر التي يمكن أن تواجهها يتراوح بين 0 و 10 وعدد 
البكتريا × في سنتمتر مكعب من الماء يمكن أن يكون كبيرا جدا إلا أنه حدود على أي 
حال» أي أن ” ,. ..,0,1= × حيث ۸ عدد كبير جدا. 


ودالة التوزيع لمتغير عشوائي منفصل هي صيغة أو جدول يعرض القيم الممكنة 


والاحتمال الموافق لكل قيمة . 
مثال (5-7) 

في المثال (۲-۳) أوجد التوزيع الإحتمالي ل × . 
الحجل 


بالعودة إلى فضاء العينة الأصلي للتجربة وهو الفضاء المذكور في الجدول 
)١ ٤(‏ ومن اتزان أو تناظر قطع النقود» يمكننا إقامة نموذج احتمالي على هذا 


۳۹ الإحصاء والاحتهال 


الفضاء بتوزيع حصص متساوية على النقاط الثاني التي يتضمنها فضاء العينة . 
وبذلك يكون الاحتمال الموافق لكل نقطة هو 1/8 . وبعد أن نبني نموذجا احتماليا على 
فضاء العينة الأصلي» يمكننا الإجابة عن احتمال أي حادثة في هذا الفضاء (أي 
يحموعة حرق من هذا الفضاء). ولكننا هنا في صدد الإجابة عن حادثة عددية معبر 
عنها بدلالة المتغير العشوائي × . مثلاء ما احتمال أن يأخذ × القيمة واحد. 
ونكتب ذلك رمزيا (1 = *) ۶ » لنصطلح على ما تمليه البداهة هنا. وهو أن هذا 
الاحتمال هو احتتال الحادثة في فضاء العينة الأصلى التى تمثلها عبارة 1 - ×» 
أي احتهال الحادئة (( 7784( ,) (IT ), (THT‏ = (- × وهو ى| نعلم مجموع 
احتالات النقاط الثلاث التي تتضمنها هذه الحادثة . أي 3/8 = 1/8 + 1/8 + 1/8 . 
وباختصار أكثر نقول إن احتمال 1 = × هو مجموع احتمالات نقاط العينة التي افترض 
فيها × القيمة1 . وبتطبيق هذه القاعدة على بقية القيم الممكنة نجد الجدول (37- ۲) 
حيث ( ×= )م = ( ) /. 


جدول (۳۔ ۲) 
دالة التوزيع الاحتالي لعدد أوجه ال عند قذف ثلاث قطع نقود . 





ونلاحظ أولا أن مجموع الاحتمالات في هذا الجدول تساوي الواحد تماما. وهذه 
النتيجة متوقعة طالما أن الحوادث العددية التي تمثلها القيم المختلفة ل × هي حوادث 
متنافية وتشكل تجزئة لفضاء العينة الأصلي 5 » كا أوضحنا في المثال (۳- 3) . وفي هذا 
المثال يمكننا تلخيص الجدول (۳- ۲) بصيغة (علاقة ) هى : 
5 
30,3 × , کد = ودار 
ويمكن تمثيل هذا التوزيع بيانيا لننحصل على ما يسمى بالمدرج الاحتالي . فلنتخذ القيم 
الممكنة مراكز لفترات تمتد بمقدار الواحد (نصف على يمين القيمة ونصف على يسارها) 
ولنرسم فوق كل فترة مستطيلا ارتفاعه يساوي الاحتمال الموافق فنحصل على مدرج 
الاحتمال کا في الشكل )١-7(‏ . 


المتغير العشوائي والتوزيع الاحتمالي ۷ 


f) ( 


3/8 
2/8 


1/8 


3 2 1 0 
شكل )١-۳(‏ المدر ج الاحتمالي للتوزيع في المثال (7- 4) . 
وبصورة عامة» عندما نبني نموذجا احتاليا على فضاء عينة 5 يمكننا استنتاج 
دالة التوزيع الاحتمالي لأي متغير عشوائي » * مثلاء معرف على 5 . وذلك وفقا 
للقاعدة التالية : 
E P(X = x) = e‏ 
ال اا زا فا ل وإذا تذكرنا الشروط التي ب يجب أن يحققها 
نموذج احتالي ک| وردت في الفقرة 5 -4) يمكن أن نستنتج هنا القاعدة التالية : 


يجب أن تحقق دالة التوزيع () / متغير عشوائي منفصل × الشرطين التاليين : 
١‏ 0<(×) / مهما تكن × . 
ا 3-(08/ 9 حيت 2 تعني المجموع فوق جميع القيم الممكنة × . 


مثال (37-ه) 
أوجد التوزيع الاحتمالي للمتغير × في المثال (1- 27 . 
ومن هذا النموذج المعطى في الحدول )۳( نستنتج بسهولة » وبتطبيق القاأعدة العامة 


المعطاة أعلاه » دالة التوزيع الاحتمالي للمتغير × كا في الجدول .)٤-۳(‏ ويمكن 
التعبير عن هذه الدالة بالصيغة التالية : 


۳۸ الإحصاء والاحتهال 


الحل 


جدول(4-7) جدول (7-7) 
دالة التوزيع الاحتمالي ل × النموذج الاحتمالي على فضاء العينة الأصلي 





»=(}) E 21-2 


وللتحقق من أن الدالة 0/ تحقق شرطي دالة التوزيع المذكورين أعلاه » نلاحظ أولا أن 
جميع قيم الدالة غير سالبة وأن 


مثال (5-7) 


ليكن ا عدد النقاط على الوجه الظاهر عند رمي حجر نرد متماثل (متناظر) . ما 
هي دالة التوزيع الاحتمالي ل بر ؟ 


= ,3*21 5466. 


امتغير العشوائي والتوزيع الاحتمالي ۳۹ 


ومن الواضح أن (:<) /تحقق شرطي دالة التوزيع . ويسمى مثل هذا التوزيع بالتوزيع 
المتتظم لأن الواحد موزع بالتساوي (بانتظام) على كافة القيم الممكنة ل × . والمدرج 
الاحتمالي مرسوم في الشكل (7-1) . 

/)×( 


1/2 


1/4 


1/8 
1/6 


7 6 5 4 3 2 1 0 
شكل (۲-۳) المدرج الاحتمالي للتوزيع في المثال (۳- 0) 


/)×( 


شكل (۳-۳) المدرج الاحتمالي للتوزيع في المثال )٦-۳(‏ 
(- 4) التفسير العملي للتوزيع الاحتالي لمتغير عشوائي منفصل 
الناشيء عن تكرار قياس × عددا هائلا (لا نهائيا) من المرات . والتوزيع الاحتمالي ل × 


يقدم وصفا لبنية هذا المجتمع . ففي المثال (1- 5) يقول لك التوزيع الاحتمالي : 


لو أنك كررت تجربة قذف ثلاث قطع نقود متاثلة (متناظرة) بلا حدود» وفي كل 
تكرار سجلت قيمة ×(عدد أوجه ال 7 التي حصلت عليها) فسيقع ذلك المجتمع من 


0 الإحصاء والاحتهال 


القياسات الذي تحصل عليه في أربع فنات هي » فئة الصفرء وفئة ال 1 » وفئة ال 2 » 
وفئة ال 3 . ولو قمت بتصنيف وكتابة جدول التكرار النسبي لهذا الجتمع من 
القياسات» فستجد أن التكرار النسبي لكل من فئتي الصفر والواحد هو 12.596 > وأن 
التكرار النسبي لكل من فئتي ال 2 وال 3 هو 37.5% . وبعبارة أخرىء لو أنك رسمت 
مدرج التكرار النسبي لهذا المجتمع من القياسات فستحصل على الصورة نفسها التي 
يقدمها لك المدرج الاحتمالي لتوزيع × . وفي المثال (۳ -0) يقول لك التوزيع الإحتمالي 
yT‏ ل 
حتى ظهور وجه ال 1 للمرة الأولى» فستجد في 50% من هذه التكرارات أنك احتجت 
لقذفة واحدة» وفي 25% من التكرارات لقذفتين» وفي 12.5% من التكرارات 

قذفات » وني 6.2590 لأربع قذفات» وهكذا. . . وفي المثال (۳ e‏ 
الاحتمالي أنك لو كررت تجربة رمي حجر نرد غو اناس الراك فستظهر الأوجه 
الستة بتكرارات نسبية متساوية» وكل منها يساوي 06 . 


وبالطبع فإن تكرار أي تجربة عددا لا نهائيا من المرات هو مجرد افتراض نظري » 
أي أن المجتمع من القياسات الموافق لمتغير عشوائي ليس إلا مجتمعا تصوريا قائما في 
الذهن فقط . وفي الحقيقة ليس التوزيع الاحتمالي إلا تجريدا ذهنيا لحالة فيزيائية واقعية» 
أي أنه يشكل نموذجا رياضياء ويقدم وصفا لمجتمع نظري بلغة الواقع» لغة الإحصاء 
الوصفي التي قدمناها في الفصل الأول من هذا الكتاب . ويكون المدرج الاحتمالي» بهذا 
المعنى » هو مدرج التكرار النظري لمجتمع القياسات . 


ويبرز هنا سؤال جوهري . إذا كيف نتحقق من أن هذه التجريدات الذهنية 
ص س . - ° 
نمدم محاكاة تاجحة لعالم الواقع 


وللإجابة عن هذا السؤال يمكنناء كا هو الحال في العلوم التجريبية ء اللجوء إلى 
التجربة والمشاهدة . وإذا كان توليد مجتمع لا نهائي غير ممكن عمليا إلا أنه يمكن تكرار 
التجربة عددا كبيرا من المرات ثم تصنيف القيم التي نحصل عليها للمتغير العشوائي 
ثم مقارنة صورة مدرج التكرار أ , لنسبو بصورة المدرج الاحتمالي . ولو قمنا بذلك لراينا 
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شبها يثير الإعجاب» حتى في حالة أعداد معتدلة لتكرارات التجربة . وهو شبه يزداد 
حدة ووضوحا مع زيادة عدد التكرارات . ويمكن للقارىء أن يقوم بتكرار أي من 
التجارب المذكورة في الأمثلة (7 5)» (0-7)» ("1-1)» مائة مرةء مثلاء ليحصل 
على مائة قياس للمتغير العشوائي ‏ الذي نقيسه» ويرسم هذه القياسات المائة مدرج 
يمكنه زيادة عدد التكرارات مائة أخرى ورسم مدرج تكرار نسبي للمئتين من القياسات 
المتوفرة » وسيلاحظ أن الصورة الجديدة لمدرج التكرار النسبي قد اعتدلت في اتجاه المزيد 
من الشبه بين المشاهدة التجريبية والمقال النظري 5 


وعندما نقف بعد # من التكرارات ننظر إلى العدد المحدود من القياسات » #8 » 
على أنه عينة عشوائية من مجتمع القياسات الذي كنا سنحصل عليه لو استمر تكرار 
التجربة بلا حدود» وهذه المقولة هي مقولة إصطلاحية في علم اللإحصاء وها فوائد حمة 
في التطبيقات العملية . 


(-20) المتغيرات العشوائية المتصلة 


تشكل الكميات التي نستخدم للحصول على مقاديرها أجهزة قياس» أو أدوات 
قياس » متغيرات عشوائية متصلة . فالوزن والقوة والطول ومعدل هطول المطر ودرجة 
حرارة جسم ودرجة الامتحان لطالب كلها أمثلة على متغيرات عشوائية مستمرة . 
وقياسات مثل هذه المتغيرات هي نقاط على خط اتخذنا عليه تدريجا أو سلا للقياس» 
أي أنها نقاط على المحور الموجه (محور الأعداد الحقيقية)» أو على فترات من هذا المحور. 
ولا يمكنناء في حالة متغير عشوائي مستمر» تخصيص أي احتمال مهما كان صغيرا لأي 
قيمة من قيم المتغير نظرا للكثرة الكاثرة من القيم المختلفة» إذ توجد لا نهاية غير قابلة 
للعد من النقاط في أي فترة مهما صغرت» ما سيؤدي إلى الخروج على مسلمة الاحتمال 
الثانية . ولا بد من التفكير في طريقة لبناء النموذج الاحتماللي مختلفة تماما عا رأيناه في 
حالة متغير عشوائي منفصل . 


4۲ الإحصاء والاحتهال 


لنعد بذاكرتنا الآن إلى مناقشة المضلع التكراري في الفقرة (۳-۲-۱) » حيث 
رأينا إمكانية تفسير المساحة تحت مدرج التكرالر النسبي كاحتمال . وإلى منحنى التكرار 
في الفقرة ١(‏ -5) » حيث تمثل كل نقطة على محور السينات قياسا ويمثل الإحدائى 
الصادي لتلك النقطة تواتر أو تكرار ظهور هذا القياس في المجتمع من القياسات الذي 
يصفه منحنى التكرار. إذ تقدم لنا هذه الأفكار نقطة البداية في محاولة بناء نموذج 
احتمالي لمتغير عشوائي مستمر. لنبدأ بالقول إنه إذا كان تكرار ظهور القياس ۾ ٠‏ مثلاء 
أكبر من تكرار ظهور القياس ط » فإن الكثافة الاحتالية في ۾ ينبغى ها أن تكون أكبر من 
الكثافة الاحتمالية في 6 . ولنعتبر منحنى التكرار منحنى كثقافة يبين لنا كيف تتغير 
الكثافة الاحتمالية من نقطة إلى أخرى . ولنسمى الدالة المستمرة () / » التى بيانها هو 
منحنى التكرار» دالة كثافة احتالية . وعندئذ ستمثل المساحات تحت هذا المنحنى 
احتالات . واحتمال أن يقع قياس المتغير × ضمن فترة (ط ,©) أي ( 5 > × > ») م هو 
المساحة تحت منحنى الكثافة وفوق الفترة (6 ,©) . (انظر الشكل 7 4) . 





شكل (7- 5 ) دالة الكثافة الاحتمالية ( *) أو منحنى التكرار 


أي أن (ط > × > ٣)4‏ يساوي قيمة الدالة الأصلية ل (×) /رمحسوبة عند 6 مطروحا منها 
قيمة الدالة الأصلية عند© . 


وترتب علينا مثل هذه الطريقة شرطين › لا بد لأي دالة كثافة أن تحققهماء كي لا 
نخرج على مسلمات الاحتمال . فما دام الاحتمال غير سالب» لا يجوز أن يكون أي 
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جزء من منحنى الكثافة تحت المحور السيني . وبا أن احتمال الحادثة الأكيدة» أي 
(٥ە‏ + > × > -ه-)صء يجب أن يكون مساويا للواحد تماماء فإن المساحة تحت منحنى 
الكثافة بكامله يجب أن تساوي الواحد تماما. وهكذا نكتب القاعدة التالية : 


)١-6-(‏ قاعدة 
كي تصلح دالة متصلة (#)/ كدالة كثافة احتالية يجب أن تحقق الشرطين 
التاليين: 
<0-١‏ (×)/مھ|ا يكن × › 
؟ -المساحة تحت بيان ()/ (أي تحت منحنى الكثافة) تساوي الواحد تماما . 


ووفقا لهذا التصور لو سألنا الآن عن احتمال أن يفترض متغير عشوائي متصل × 
قيمة محددة × » مثلا لكان الجواب : 
0 = المساحة تحت منحنى الكثافة فوق النقطة × = (× = >[) صم 
والاحتمال صفر يعني الاستحالة . وهنا نجد أنفسنا في مأزق . لنفرض» للتوضيح» أن 
× يمثل طول إنسان ذكر بالغ بالسنتمتر. فاستحالة أن يكون هذا المتغير مساويا لقيمة 
محددة» أي قيمة» تعني نفي وجود الجنس البشري» وهي نتيجة في غاية السخف. مما 
يثير الريبة في صلاحية النموذج الرياضي الموضوع لمتغير عشوائي متصل . ولكن لو 
تأملنا قليلا في هذه النتيجة لوجدنا أن التفسير المنطقى الوحيد ها هو أنه يستحيل على 
الأنستان أن متك جار لفاس لا عط أو أن يفيس دون طا . .ولا ويب أن 
لطول إنسان ذكر بالغ قيمة محددة تماماء والمستحيل ليس وجود هذا القيمة وإنا القدرة 
على معرفتهاء أي أن ما يستحيل هنا هو الادعاء بأننا نستطيع قياس الأطوال بدون 
خطأ. ويجدر أن نقف قليلا أمام هذا المثال لنجد كيف يضطر المكابرون لتسجيل عجز 
الإنسان أمام بارئه في شكل معادلة رياضية» وفي ذلك آية لذوي البصيرة . 


ويبقى سؤال وجيه أخر» إذ كيف نختار النموذج الموافق لحالة معينة؟ وما يمكن 
قوله هنا هو أن نستفيد من كل ال معلومات المتوافرة لنا ثم نختار النموذج ()/ وفق 
أفضل ما لدينا من قدرة على الحكم الصحيح . وتتفرع المسألة هنا إلى مسألتين» فمثلاء 


قد نعرف أن (:)/ على شكل جرس » ولكن من بين مثل هذه الأسرة من النهاذج» ما هو 
0 0 على الوجه ا حتى الشكل الأول دخا 2 و 
ل كل من المسأتين e‏ لامي طرة لماه مثل من لمال سو ا 
ا 7 العديد من النماذج المعروفة والمستخدمة على نطاق واسع في طرق 
الإحصاء تتوافر جداول جاهزة تزودنا بمثل هذه المساحات . 


ولكن هل يمكن الحصول على نتائج مفيدة باستخدام نماذج لم نتأكد تماما من 
صحتها › أي من تمثيلها بصورة دقيقة للمجتمع المدروس؟ لننظر هنا إلى المهندس 
والكيميائي والفيزيائي وغيرهم » فنجد أن مختلف العلاقات العددية المستخدمة في 
مختلف فروع العلوم هي ناذج رياضية تقدم لنا تقريبات جيدة لواقع الحياة العملي . 
ويستخدم المهندس معادلاته لتحديد حجم وموضع دعامات جسر أو حجم وموضع 
جناح طائرة وما يهمه» في المقام الأول» هو أن تقدم الجسور وأجنحة الطائرات الخدمات 
التي صممت من أجلها. وبالمثل فإن ما تقدمه الطرق الإحصائية من خدمات» هو 
المسطرة التي نقيس بها فائدة هذه الطرق» والقاعدة التي نحكم من خلاها على صحة 
ما تزودنا به من تنبؤات وقرارات تتعلق بالمجتمع المدروس . والجواب على سؤالنا نجده 
بوضوح في تطبيقات الإحصاء ء التي عم استخدامها وثبتت فوائدهاء وقد اتسعت 
مساحة هذه التطبيقات لتشمل› على وجه التقريب » مختلف ميادين المعرفة ولتصبح 
بحق أداة رئيسة من أدوات الإنسان المعاصر في سعيه الدائم للكشف عن المجهول تحت 
شروط خاضعة للمصادفة . 


(-51) دالة التوزيع الاحتمالي المتجمع 


رأينا في الفقرة ١(‏ - "37) أن التكرار المتجمع الصاعد يجيب عن السؤال التالي : ما 
هو التكرار النسبي لظهور قياس يقل عن قيمة محددة؟ وستجيب دالة التوزيع المتجمع 
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عن سؤال مشابه : ما احتال أن يأخذ متغير عشوائي × قيمة أقل من أو تساوي قيمة 
محددة؟ وإذا رمزنا هذه الدالة ب۴ فإن قيمة ۴ في نقطة × هى ببساطة احتمال أن يأخذ 
:المتغير: قيمة أقل من أو تساوي × » أي(× > 6()م . 


)١- 5-(‏ حالة متغير عشوائي منفصل 
دالة التوزيع المتجمع لمتغير عشوئي منفصل × › دالة احتماله 0) /, هي 


بالتعر يف : 
بالتعرر )=> = F(t)‏ 


xSt 


حيث ر2 تعني المجموع فوق جميع القيم الممكنة التي تقل عن؛ أو تساويها . 


مثال (۳۔۷) 
في ا محال (۳- 5) ما احتمال الحصول على وجه ال 77 مرتين على الأكثر؟ 


الحل 
المطلوب هو حساب 
2 
ررح -0)م =< P(X‏ 
0 يد 
(2)/ + (1)/ + (0)/ = 
لدت 
88 8*8“ 
تمرين 
اعط تفسيرا عمليا هذه النتيجة . 
مثال (8-7) 
في المثال (۳- 5 ) ما احتمال ألا يحتاج ظهور وجه ال 87 للمرة الأولى إلى أكثر من 
ثلاث قذفات؟ 


الحل 


۲4٦‏ الإحصاء والاحتمال 


: المطلوب هو حساب‎ 
3 
P(x<3) = F(3)= 3, /(% 
x=1 


(3) / + (2) / + (1)/ = 
ا 
تمرين 


اعط تفسيرا عمليا هذه النتيجة . 


(-355) حالة متغير عشوائى متصل 
دالة التوزيع المتجمع لمتغير عشوائي متصل × دالة كثافته الاحتمالية()/ » هي 
بالتعريف : 
المساحة تحت منحني الكثافة الواقعة إلى اليسار من النقطة 1 = (7)1 = (/ > غإ) م 


انظر الشكل (0-7) . 





شكل (5-7): دالة التوزيع المتجمع لمتغير عشوائي متصل . 


قلنا إن لكل متغير عشوائي مجتمعا من القياسات هو المجتمع النائيء عن تكرار ‏ 
قياس المتغير العشوائي مرة بعد أخرى إلى ما شاء الله . وأن التوزيع الاحتمالي يقدم وصفا 
للبنية الداخلية لهذا المجتمع ويمثل التوزيع التكراري النظري له . وكا أن لكل مجموعة 
من القياسات مقاييس للنزعة المركزية ومقاييس للتشتت فكذلك الأمر بالنسبة إلى مجتمع 
القياسات. وسنتحدث في الفقرتين القادمتين عن متوسط مجتمع القياسات وعن 
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تباينه» على الترتيب . وسنصطلح على استخدام عبارة «متوسط المجتمع' أو عبارة 
«متوسط التوزيع» لتعني الشيء نفسه . وكذلك سنقول في الوقت نفسه «تباين المجتمع» 
أو «تباين التوزيع»» و«الانحراف المعياري للمجتمع » أو «الانحراف المعياري 
للتوزيع». وسنرمز» كما جرت العادة في أدبيات الإحصاء» لمتوسط مجتمع بالحرف 
اليوناني ع (ننطقه «ميو»)ء وللانحراف المعياري لمجتمع بالحرف اليوناني © (ننطقه 
«سيج|)) . 


(۷-۳) التوقع الرياضي 
)١-۷-۳(‏ التوقع الرياضي لمتغير × ٠‏ 
لیکن ع متغيرأ عشوائيا منفصلا دالة احتاله («ت)ل . ولنرمز لتوقع E(X)sX‏ « 
فعندئذ: 


).عدا E(X)=‏ 
حيث رد يعني المجموع فوق كل القيم الممكنة للمتغير × . 


هذا التعريف يقدم قاعدة لحساب توقع متغير عشوائي منفصل ؛ إذ نضرب كل 
قيمة من القيم الممكنة للمتغير بالاحتمال المقابل لها ونجمع الجداءات الناتجة فنحصل 
على ما يسمى «بالقيمة المتوقعة رياضيا للمتغيرة » أو اختصارا «القيمة المتوقعة 


وكنا رأينا في الفقرة(١‏ -5 )١-‏ أن متوسط بيان مبوب يتضمن * قياسا هو: 


h Jm 


2 
0 F Ya FF Ym 


حيث ب .. . . , رهي القيم المختلفة التي يتضمنها البيان و ٠/١‏ هو التكرار النسبي ل 
نزو #/ير هو التكرار النسبى ل رر وهكذا. أي أنه لحساب المتوسط نضرب كل قيمة 
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بالتكرار النسبي لظهور هذه القيمة في البيان الإحصائي ثم نجمع الجداءات الناتجة . 
وبالعودة إلى التفسير العملي لدالة التوزيع الاحتمالي يتضح لنا أن (<) £ هو متوسط 
مجتمع القياسات . فنحن في عبارة (16) £ إنما نضرب كل قيمة من القيم المختلفة التي 
يتضمنها مجتمع القياسات ب (×) / الذي يمثل التكرار النسبي لظهور هذه القيمة في 
مجتمع القياسات . ويصبح المعنى التطبيقي ل (×) 8 أو التفسير العملي له واضحا. 
فالقيمة المتوقعة ()8 للمتغير × هي متوسط القيم التي يمكن أن يفترضها هذا المتغير 
على المدى الطويل» أي بعبارة أخرى متوسط مجتمع القياسات الموافق للمتغير × . 


وتسمية (<)8 بالتوقع الرياضي ينبغي ألا تثير أي التباس إذ نستخدم في حسابه 
نموذجا رياضيا مجردا هو التوزيع الاحتماإلي» وهو يعبرء في الحقيقة» عن خاصة من 
خواص هذا النموذج الرياضي . إذ تمثل قيمة ()7 الموضع أو النقطة على حور السينات 
(محو الأعداد) التي يتمركز حوها التوزيع الاحتالي ل × ٠‏ ولذلك سنسميها أيضا 
متوسط التوزيع الاحتالي . 


)٩۹-۳( مثال‎ 


الحل 
3 
)ررح E(xX)=‏ 


0 ديد 


1 3 3 1 _ 12 
= = +1× = +2 × = x= = د‎ =1. 
00 8 g3 8 8 5 


وما سبق يمكن القول إن : 
(1) 1.5 هى القيمة المتوقعة رياضيا لعدد أوجه ال 7 . 


(1) يتمركز التوزيع الاحتّإلي لعدد أوجه ال #7 حول النقطة 1.5 . ولو نظرنا إلى صورة 
المدرج الاحتمالي في الشكل ١ ٤(‏ ) لوجدنا أنه يتمركز حول النقطة 1.5 على حور 
ال× . فالقيمة 5 هي متوسط التوزيع الاحتّالي . 
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(14) التفسير العملي للقيمة 1.5 هو أنها تمثل القيمة المتوسطة لعدد أوجه ال 7 على 
المدى الطويل (أي متوسط مجتمع القياسات) . بمعنى أننا لو كررنا قذف قطع 
النقود الشلاث عددا هائلا من المرات وسجلنا في كل مرة عدد أوجه ال 77 التي 
حصلنا عليها ثم حسبنا متوسط هذه الأعداد لحصلنا على 1.5 . ١‏ 


بعد أن تعلمنا كيفية حساب التوقع الرياضي لمتغير عشوائي × > سندرس الآن 
يقة حساب القيمة المتوقعة لدالة فى × » (×) ع مثلا. لنعد إلى الخال  ”(‏ 5)» 
ولنفرض أن 2خ = (×)ع . مخ اا أن* × يأخذ عند كل نقطة عينة في الجدول 
)١-(‏ قيمة واحدة وواحدة فقط»ء أي أنه دالة معرفة على فضاء عينة وبالتالي فهو 
متغير عشوائي . وييين هذاء بصورة عامة» أن كل دالة في متغير عشوائي هي بدورها 
متغير عشوائي . ولكن كيف نحسب التوقع الرياضي ل2+؟ با أن التوقع الرياضي 
يمثل متوسط مجتمع القياسات» فلنبحث عن كيفية حساب متوسط مجتمع القياسات 
ومنها نستنتج قاعدة لحساب التوقع الرياضي . ولكن ما هو مجتمع القياسات الموافق ل 
2 ؟ إنه بالضبط مجتمع القياسات ل × بعد تربيع كل قيمة من قيمه . وإذا كان ظهور 
القيمة2 - × يتكرر بنسبة 3/8 » كا نعلم من دالة التوزيع الاحتالي ل » فإن التكرار 
النسبي لظهور القيمة 4 في مجتمع القياسات الموافق ل × سيكون» في مثالنا هناء 3/8 
أيضاء وكذلك الأمر بالنسبة لبقية القيم. ولحساب القيمة المتوسطة. على المدى 
الطويل › نضرب كل قيمة ممكنة ل27 بالتكرار النسبي لظهور هذه القيمة في مجتمع 
القياسات ثم نجمع النتائج » أي: 
3 1 


فهو وب 2 جره 1 + 1 “02 - متوسط مجتمع القياسات ل كي 


21 
ل ا 8 


كا 


8 3 


وهذه النتيجة تسمح لنا بكتابة : 
3 
E( ×2( = Set ×)‏ 
x= 0‏ 


حيث (2)/ هي دالة التوزيع الاحتالي للمتغير × . 


٠ه"‏ الإحصاء والاحتهال 


(*-35-7) التوقع الرياضى لدالة عددية في > 
ليك ن“امتغيرا عشوائيا منفصلاء دالة توزيعه الاحتمالي (×)/ » ولتكن (×) ع دالة 
عددية في ×> فعندئذ : 


( كر (م)ع رح = g(X)]‏ ]8 


مثال (7- )١٠١‏ 
احسب »)£ في المثال (5-7). 


6 
)× ا = (2 ر E(‏ 
1= 


× 2 ۽ لے × 12 - 
6 


1 


كت 


1 
= 1 
6 


وبصورة مشابهة تماما نعرف توقع متغير عشوائي مستمر. كل ما في الأمر أن دالة 
الكثافة الاحتمالية تقوم مقام دالة التوزيع الاحتمالي للمتغير المنفصل وتصبح إشارة 
المجموع ,5 إشارة تكامل | وسوف لانتطرق لذلك في هذا الكتاب . 


ومن خواص إشارة المجموع ,2 كا وردت في الفقرة )١ -١(‏ يمكنناء بسهولةء 
التحقق من الخواص التالية لإشارة التوقع 8 . 


(۳-۷-۲) خواص التوقع الرياضي 
١‏ إذا کان ءععددا ثابتا [(غ1) ع في الفقرة (۳_ ۷ ۲) تساوي مقدارا ثابتاء] 
فإن: 
6 = 0 اررج ء - دار E(Q = Ye.‏ 
لماذا؟ ٠ ١‏ 


المتغير العشوائي والتوزيع الاحتمالي Y1‏ 


” _إذا كانت × » = (×) م حيث © عدد ثابت فإن : 


8) سرج - ( يله‎ f(x) = cJ xf(x)= >. E(X) 


۳ إذا كان ( × )رع + (×) رم = (×) م فإن 
عر :)8(2 ¥ = XJ]‏ )ع E[‏ 
x‏ 


ا/ [(*) يع +(*) ,8 ] 3 = 
(استنادا إلى حواص 2) (مد )ير (×) رچ ل +(×)/ (×) رع < = 
E[ g, ) (| + E[ 82 ( *)]‏ = 
ومنه بستنت الخاصة: 
[(عد)رع [# g,(x)]+‏ ]م -[(عر)رع +(<),م زه 
وبصورة خاصة.» إذا كان , × و ر× أي متغيرين عشوائيين فإن: 
X2)‏ )8 + ل )8 E(X, + X,)=‏ 


٤‏ - من الخاصتين السابقتين يمكننا أن نكتب» بصورة عامة› 


2 ] © ¥ + CX; + ... + © ]ير‎ ,[ 


(, كا ) شير © +...+ (يلا )يه + (رلا )8 ره = 


حيث × ١ر‏ × ...× متغيرات عشوائية و1 © ٥2۰‏ . اشغ أعذاة ثاب 


)١١-7(لاثم‎ 


تقدم الإحصائية التالية وصفا لمجتمع الأسر التي تقطن مدنا كبيرة من حيث 
خاصية امتلاكها للسيارات : 


20% من الأسر لا تمتلك أي سيارة و 5096 من الأسر تمتلك سيارة واحدة و 15% 


YoY‏ الإحصاء والاحتال 


أربع سيارات . إذا رمزنا ب × لعدد السيارات وب ۲ لعدد العجلات التي تمتلكها أسرة. 
| -مامتوسط عددالسيارات للأسرة الواحدة؟ 
ب أحسب متوسط عدد العجلات للأسرة الواحدة . 
الحل 
-١‏ من الواضح أن الوصف المعطى لمجتمع الأسر والمتعلق بقياسات × في هذا 
المجتمع يقدم دالة التوزيع الاحتالي ل × : 


X 0 1 2 3 4 


ومتوسط عدد السيارات للاسرة الواحدة هو (×)£ . ومن التعريف لدينا : 
E (X) = 0)0.2( + 1(0.50) + 2 (0.15) + 3 )0.10( + 4 (0.05) = 3‏ 


ب عدد العجلات عند أسرة هو عدد السيارات التى تمتلكها مضروبا ب 5. وإذا رمزنا 
لهذا المتغير العشوائي ب لافإن ×5 = ۲ . والمطلوب هو (۲)£ . ومن خواص التوقع 
لدينا: 


6.5 = )5(1.3 = (غ22) 577 = E(Y) = E(SX)‏ 
ومتوسط عدد العجلات للأسرة الواحدة هو 6.5 عجلة . 


ذكرنا في مطلع هذه الفقرة أن لمجتمع القياسات الموافق لمتغير عشوائي × 
تباينا وسنسمي مثشل هذا التباين «تباين “2 أو «تباين توزيع ×». ونتذكر في الفقرة 
)٤-۸-۱(‏ أن تباين# من القياسات هو: 


5 > (x, أ(‎ 


i=1 
ولأغراض تتعلق بالاستقراء الإحصائي نقسم على (1 -) بدلا من « عندما نحسب تباين‎ 
عينة من القياسات). وعندما نكتب ..."¥ 2 فهذا يعني أننا نجمع ” مقدارا ثم‎ 
1 1 
: نقسم عل ” » أي نحسب متوسطا . ويمكن التعبير عن التباين كلاميا كا يلي‎ 








المتغير العشوائي والتوزيع الاحتمالي Yor‏ 


تباين × من القياسات هو متوسط مربعات انحرافات القياسات عن متوسطها . 


وسنتبنى العبارة نفسها في تباين مجتمع من القياسات موافق لمتغير عشوائي cx‏ 
فمن المعروف أن متوسط هذا المجتمع هو (00 » وأن مربع انحراف قياس عن المتوسط 
هو [()2 - غاء والتباين ما هو إلا توقع هذا المقدار (أي قيمته المتوسطة). ومنه 
التعريف التالي : 


(-/5-7) تباین متغير عشوائى 
تباين متغير عشوائي 6» ونرمز له ب (06) 17 (أو برى ) هو 
X -E 0:11‏ ع V(X)‏ 


ومن خواص التوقع نستنتج الآن شكلا مختزلا أصلح للحسابات . 
وبغية الاختصار سنكتب در بدلا من (×) 8 فنجد: 
+p‏ شر - * ( V (K)=E 06 - uF =E‏ 

(الخاصة الرابعة من خواص التوقع) » (بر) 8 + (06 2E‏ -2 ٭) 8 = 

(الخاصة الأولى من خواص التوقع) 2 م + 2 - 2 ]) E‏ = 

=E ) -‏ 
ومنه الصيغة المختزلة للتباين : 
V %)=E 5 - {E 0: (1‏ 
أو 
p2‏ - 5) 8 د( 1 

أي أنه لحساب تباين ×» نحسب توقع مربع ×ونطرح من الناتج مربع توقع * . 


)١؟-(لاثم‎ 
.X احشب تباین‎ »)٤ -۳( في الخال‎ 
V (X)=E (KX - تر‎ 


ولكن 
2-5 -1 × و + 3 × 2 + 3 ×1 + 1 :02 - (2هر )م 
8 8 8 8 8 


of‏ الاحصاء والاحتمال 


ونعلم من المثال )٩۹-۳(‏ أن 1.5=(×) =٤‏ ير إذن: 
5 ح- 2.25 -3 = )1.5( - 3= )%( V‏ 


(-7- 0) الانحراف المعياري لمتغير 
الانحراف المعياري لمتغير عشوائى × وسنرمز له بيه » أو اختصارا © عندما 


)۷ رد ده 
وني المثال السابق» الانحراف المعياري لعدد أوجه ال / الناتجة عن قذف ثلاث 
قطع متزنة من النقود هو 
5 .0 = 0.75 //د <دى 
خواضن التباين 


١‏ -تباين العدد الثابت هو الصفر. 
2-0 -ثم = V (c)=E (c)- [E (c)}‏ 
 (-۲‏ ۷ - ( ×) ۷ حیث × أي متغير عشوائى و » عدد ثابت . 
V (eX ) = E )(2 - [E (CX JP‏ 
e E (x *)- [cE (XP‏ = 
[E (X %- (E 065‏ 2م = 


V (XK )‏ = 
ونستنتج من هذه الخاصة أن : 
Ox‏ اماع Ox‏ 
أي إذا ضربنا المتغير × بعدد ثابت » فإن الانحراف المعياري ل × يضرب أيضا 
بالعدداع|. 


۳-يمكن البرهان أنه إذا كان المتغيران العشوائيان , × ور ×مستقلين فيا بينهما فإن 
(XD +“ (X2‏ 7 >( ]ا + , 8) 17 
ويمكن تعميم هذه القاعدة إلى أكثر من متغيرين فنقول إنه إذا كانت 
المتغيرات , ×,... 2 × لا مستقلة فيا بينها فإن : 


00 لمتغير العشوائي والتوزيع الاحتمالي‎ 
VK+X2 +...X,)=V XK; )+V(X2)+...+7(X ,) 


ملاحظة 
ما ذكرناه في الفقرة ١(‏ -8) عن متباينة تشيبيشيف كان استعارة مبسطة لنظرية 
رياضية تحمل هذا الاسم وتتعلق بالتوزيعات الاحتالية . 


متباينة تشيبيشيف: ليكن × متغيرا عشوائيا متوسطه هم وانحرافه المعياري 6 وليكن + أي 
عدد موجب » فعندئذ : ٠‏ 
ل -1 < ( ‰0 > إس -ئا|)م 
k 5‏ 
P(u-ko<X<pu+ ko) 21 - ¬7‏ 


أي أن احتمال أن يأخذ ×قيمة تختلف عن المتوسط لابأقل من انحرافا معياريا هو على 
aR 1 ۶‏ د ٠.‏ کک iT a‏ 3 1 
ا دو عدي و ا ر ی ل اصن 
الأقل من المساحة تحت مدرج الاحتمال واقع بين 66 - لا و45 + س . وفي حالة متغير 
شوائى مستمر نقول إن ما لا يقل عن حل -1 من المساحة تحت منحنى الكثافة 
ب 5 


الاحتالية واقع بين © - ا و 86 + . 


مثال )١-37(‏ 
5 المكال(7-١١)احسب‏ تباين × وانحرافه المعياري» وتباين ۲ وانحرافه 
المعياري . 
x)= E(X) - [E( JÎ‏ )ما 
وقد حسبنا في المثال )١١-۳(‏ توقع × فوجدناه 1.3 » ولدينا : 


x 0.50 + 2 x 0 15 +37 x 0.1 + 4 xX 0.05 = 3‏ 17+ و0202 = x)‏ )م 
ومله : 


75 الإحصاء والاحتال 


V(x) = 3- (1.3) *- 1 


- NV V(X) = N1. 31 - 16 


ومن الخاصة الثانية من خواص التباين نجد: 
V(Y)= V(SX) = 2517) 2 ( = 25x 1.31 = 5‏ 
A/32.75 = 5.72‏ = 


أو 
3 .5 = (1446 .5)1 = 50 = 


)١-7(نيرامت‎ 


)١‏ في كل ما يلي حدد ما إذا كانت الدالة /رتصلح دالة توزيع احتالي لمتغير عشوائي 
مجموعة قيمه الممكنة هى 4 ,3 ,2 ,1) : 


ا 56 - )4(/ ,26 .0 = )3(/ ,0.26 = )2(/ ,26 .0 - J(1)‏ 
ب 0.28 = (4)/ ,0.29 = (3(/ ,0.28 = 2)ر ,15 .0 = (1)ر 


جد =۸0 ,=0 .2=3/ .3=( 

د 0.33 = (4)/ ,0.03 - = )3(/ ,0.37 = )2(/ ,0.33 = J(1)‏ 
د 500 3 1 

e /(2 ==, 3=, /)4( = 7 و‎ 


A= $, 3-1245 5 
X + 








J») = , 214 بات‎ 
ار‎ <2 = 0 x=1,2,3,4; ج‎ 
2 2 2 x» =1,2,3,4. 5 


الإحصاء والاحتمال Yo‏ 


) حزمة من البطاريات تتضمن 6 بطاريات» اثنتان منها فاسدتان . اخترنا عشوائيا 
عينة من ثللاث بطاريات . إذا رمزنا ب × لعدد البطاريات الفاسدة في العينة . 
أكتب التوزيع الاحتماللي ل × » وارسم المدرج الاحتمالي . 

؛) يتضمن صندوق أربع قطع صالحة وقطعة فاسدة. فحصنا هذه القطع واحدة 
فأخرى. وليكن × رقم الاختبار الذي عثرنا فيه على القطعة الفاسدة. اكتب 
توزيع × . 


)١‏ قذفنا حجري نرد؛ وليكن × عد النقاط الظاهرة على الحجر الأول و ۲ عدد النقاط 
الظاهرة على الحجر الثاني . 
١‏ اكتب التوزيع الاحتمالي ل ۲ + × = 7واحسب 8019 » (۷)7 . 
ب -اكتب التوزيع الاحت الي ل ۲ × = ۷¥ واحسب (17) 8 » 10180 . 
جا مستخدما التوزيع الإختمالي لكل من ×و لا» احسب (8)06 » (1) 8 » 
V(YDg V(X)‏ . 
د-قارن ين (7) تنو (¥)£ + (×)£ ؟ وبين (7) لآو (17)1 + (×)۷ . 


۷) في الشكل (5-7) المجاورء حدد قيمة © بحيث تصلح الدالة المرسومة في الشكل 
دالة كثافة احتّالية» واحسب: 
P(X < 25( « P(X >1.5( « P(X =2) P(X > 0(‏ ء (2.5 > P(0.5<X‏ . 





0۸ الإحصاء والاحتهال 


) قذفنا ثلاث قطع نقود » وليكن × عدد أوجه ال 7 التي حصلنا عليها . 

. اكتب التوزيع الاحتمالي ل × » وارسم المدرج الاحتمالي‎ ١ 

ب احسب متوسط التوزيع (16) 8 » وتباين التوزيع (1)16 . 

ج- نفذ هذه التجربة عمليا مائة مرة» وسجل في كل مرة قيمة × » ثم ارسم 
مدرج تكرار للقيم المائة ل × . هل تجد أنه مشابه للمدرج الاحتمالي؟ استنتج 
من ذلك تفسيرا عمليا للمدرج الاحتمالي . 

د_-احسب چ و ك متوسط وتباين القيم المائة ل × التي حصلت عليها في ج . 
هل يشكل × تقديرا جيدا ل(8)1 » و ک تقديرا جيدا ل (+)7 ؟ 


4) مجتمع من خمسة أرقام هي (5 ,4 ,3 ,2 ,1) . سحبنا عشوائيا عينة من رقمين» 
وليكن ت متوسط هذه العينة . أكتب التوزيع الاحتمالي ل ع 


٠‏ ) تاجر للمعدات الثقيلة يتصل في اليوم بزبون واحد أو زبونين» وذلك باحتمال 
يساوي 1/3 » 2/3 » على الترتيب . وسينتج كل إتصال إما لا شيء أو صففة بيع 
قيمتها خسون ألف ريال» وذلك باحتمال 0.9 » 0.1 » على الترتيب . أحسب توقع 
مبيعاته اليومية . 


١‏ في طريقه إلى عمله؛ يجتاز موظف ثلاث إشارات ضوئية . والإشارات تعمل 
مستقلة بعضها عن بعض . واحتال أن يواجه إشارة حمراء هو 0.4 » 08 » 0.5 » 
بالنسبة للإشارات الثلاث » على الترتيب . 

أ ليكن ۲ عدد الإشارات الحمر التى يواجهها الشخص في رحلته اليومية إلى 
عمله» أوجد توزيع ۲ . ٠‏ 

ب - أحسب القيمة المتوقعة ل ۲ وانحرافه المعياري . 

جد افترض أن وقت الانتظار لكل إشارة حمراء هو دقيقتان . ما هي القيمة المتوقعة 
والانحراف المعياري للوقت الذي ينتظره هذا الموظف للرحلة الواحدة . 


١‏ لنقم بمحاكاة التجربة في التمرين الثالث بوضع علامات مميزة على ست قطع 
متهائلة من الورق » بحيث تمثل اثنتان منها البطاريتين الفاسدتين» وتمثل القطع 


المتغير العشوائي والتوزيع الاحتمالي لمق 


الار بع الباقية البطاريات الصالحة للاستعمال. ضع قطع الورق هذه في قبعة» 
أخلطها جيدا واسحب ثلاثا منهاء ثم سجل قيمة × عدد القطع التي تمثل 
بطاريات فاسدة. أعد القطع إلى القبعة ثانية وكرر العملية نفسها من جديد حتى 
تحصل على مائة قياس ل × . ارسم مدرج التكرار النسبي هذه العينة من القياسات 
وقارنه مع المدرج الاحتمالي الذي حصلت عليه من ذلك التمرين . 


۳ في التمرين الثالث أحسب مر = (×)£ » و2ه = (17)6 » وهما متوسط وتباين × في 
المجتمع النظري من القياسات» وذلك باستخدام دالة التوزيع التي حصلت عليها 
هناك . ثم احسب المتوسط ‏ » والتباين52 للعينة من القياسات التي حصلت 
عليهاني التمرين ۱۲ » هل يشكل جز تقديرا جيدا ل م » و ئ تقديرا جيدا ل02؟ 


4 ) استخدم المدرج الاحتالي الذي حصلت عليه في التمرين الثالث لحساب النسبة 
من مجتمع القياسات الواقعة ضمن انحرافين معيارين على جانبي المتوسط » وقارن 
مع نظرية تشيبيشيف . أعد في عينة القياسات المذكورة في التمرين ٠١‏ . 


٥‏ ولد عينة من 50 قياسا من المجتمع من القياسات الموافق للمتغير × المذكور في 
الخال (”5-7). وذلك بقذف حجر نرد 50 مرة 3 وتسجيل × بعد كل قذفة. 
احسب ¥ و 5 للعينة» وقارنه| مع (6() 2و (6) ٠١‏ 1 


الفصل الرابع 
نماذج احصتمالية لمتغيرات منفصلة 
)١- ٤(‏ التجربة الثنائية 


يقترن أحد أهم المتغيرات العشوائية المنفصلة بتجربة قذف قطعة نقود» وبالمعنى 
المجرد للكلمة ينفذ يوميا العديد من تجارب قذف قطعة النقود ذات الأهمية التطبيقية في 
العلوم الاجتماعية » والفيزيائية وفي الصناعة وغيرها. . . » ففي تجارب سبر الرأي العام 
تشبه مقابلتنا للناخب» من عدة نواح» قذف قطعة نقود. فجوابه «نعم» يوافق وجه 
ال » مثلاء وجوابه «لا أو امتناعه عن الجواب يقابل الحصول على وجه ال 7 . 


وهناك أمثلة مشابهة في العلوم الاجتماعية» وفي الصناعة» وفي التربية . إذ مهتم 
اليباحث الاجتماعي بنسبة المنازل الريفية المزودة بالكهرياء . وصانع المنظفات يرغب في 
تقدير نسبة ربات البيوت اللواتي يفضلن نوعا معينا من المنظفات» ويهتم الأستاذ 
بتقدير نسبة الطلاب الذين سينجحون في مادته . وسنحصل من كل شخص نقابله 
على ما يشبه نتيجة قذف قطعة نقود «غير متوازنة بصورة عامة» . 


والرمى في اتجاه هدف معين يشبه قذف قطعة نقود . فإما أن تكون النتيجة إصابة 
الهدف» أو عدم إصابته. وإطلاق صاروخ إما أن يكون إطلاقا ناجحا أوفاشلا. وإما 
أن يكون دواء جديد مفيداء لمعالجة مرض معين أو لا يكون مفيدا. وإذا اخترنا قطعة 
مصنعة من خط إنتاج صناعي فإما أن تكون خالية من أي عيب صناعي أو تكون معيبة 
صناعيا . وتكشف مثل هذه التجارب» على تنوعهاء ميزات وخواص التجربة الثنائية . 


۲۹1 


1۲ الإحصاء والاحتهال 


تعريف التجربة الثنائية 
التجربة الثنائية هي تجربة تتصف بالخواص التالية : 
١‏ - تتألف التجربة من عدد من التكرارات المتائلة تماماء « مثلا . 


١‏ - ينتج كل تكرار إحدى نتيجتين» فإما أن تكون النتيجة «نجاحا»» (أي وقوع الأمر 
الذي نحن في صدد دراسته) وسنرمز ها بى» أو أن تكون فشلاء وسنرمز للنتيجة 
عندئذب ۴ . 

۴ - احتمال النجاح في تكرار معين» وسنرمز له ب ( يبقى ثابتا من تكرار إلى آخر. 

ويكون احتمال الفشل » بالطبع» م -1 وسنرمز له ب . 

٤‏ - التكرارات مستقلة بعضها عن بعض 

5 نهتم بعدد النجاحات التي نحصل عليها خلال التكرارات ال۸ » وسنرمز لهذا 
العددب × . 


وسوف لا تتحقق هذه الشروط جميعها على وجه تام إلا فيها ندر من الحالات 
العملية . ولكن آثار الحيدان عن هذه الشروط سيبقى بسيطاء ولا يؤثر تأثيرا يُذكر في 
النتيجة النهائية » طالما بقى هذا الحيدان ضمن حدود معتدلة. فمثلا يبقى احتال 
مقابلة ناخب مؤيد للقضية التي ندرسها ثابتا تقريبا من شخص إلى آخر» مادام مجتمع 
الناخبين كبيرا جدا بالمقارنة مع العينة من الناخبين الذين تجري مقابلتهم . وإذا كان 
خحمسون بالمائة» مثلاء من مجتمع يحوي ألف ناخب يفضلون المرشح 4 » فإن احتمال 
الحصول على تأييد ل 4 في أول مقابلة هو 1/2. واحتمال التأييد في المقابلة النانية هو 
9 وأو 500/999 » حسب) تكون المقابلة الأولى قدتمت مع مؤيد أو مع معارض» 
على الترتيب . والعددان قريبان جدا من 1/2 » ويمكن اعتبارهما مساويين ل1/2 
عمليا. كا يمكن الاستمرار في مثل هذا الاعتبار في المقابلة الثالشة والرابعة. وهكذا 
حتى المقابلة ال » طلما بقي # صغيرا بالنسبة للعدد 1000. وعلى الوجه الآحرء إذا 
اقتصر المجتمع على عشرة» وكان خمسة منهم يفضلون 4.» فإن احتمال الحصول على 
تأييد في المقابلة الأولى هو 1/2» ولكنه في الثانية 4/9 أو 5/9 أي أن الاحتمال م يتغير 
كثيرا من تكرار إلى آخرء ولا يمكن اعتبار التجربة» تجربة ثنائية . 


نماذج احتمالية لمتغيرات منفصلة ۹۳ 


لنتذكر أولا صيغة نشر ثنائية ا لحد ى) نجدها في كتب الحبر الابتدائية : 


72 n n1 2 7 : 
(q+ -(م‎ q+. pa Ty | 2 0 8 ل ا‎ 


ونكتب هذا النشر بصورة مختزلة كما بلي : 


* كم > =" (q+ p)‏ 
لنتساءل الآن عن دالة توزيع المتغير العشوائي × وهو عدد النجاحات ال ملحوظة 
في تجربة ثنائية خلال « من التكرارات . والمطلوب ببساطة» وكا رأينا في الفصل 
السابق» هو الاجابة» بصورة عامة› عن السؤال التالي : 


ما هو احتمال أن يأخذ المتغير العشوائي × قيمة تساوي + » أي (× = ×) ص ؟ 
وسنجيب عن هذا السؤال في حالة 1 = ” 2 ثم 2= ۸" 2 ثم 3 -7 2 ومن تلمس 
الخيط المشترك في الحالات الشلاث نحاول استنتاج جواب السؤال المطلوب في الحالة 
حالة 1 - »م 
الجواب واضح في هذه الحالة من خواص التجربة الثنائية مباشرة » فقيمة × إما أن 
تكون مساوية للصفر (أي لنتيجة۴) أو مساوية للواحد (أي النتيجة 5). ونعلم 
بالفرض أن ۾ = (۶) » وأنم = (5) 5. ومنه جدول التوزيع الاحتمالي المطلوب : 


جدول )١- ٤(‏ التوزيع الثنائي النقطي أو توزبع بيرنوللي 


0 
(ب) 









F 
5 


a‏ الإإحصاء والاحتهال 


ويسمى التوزيع في هذه ا حالة التوزيع الثنائي النقطي (أو توزيع بيرنوللي). 
ونلاحظ أن احتمال أن يأخذ × القيمة 0هو الحد الذي يتضمن م مرفوعا إلى القوة 0 
في عبارة + = '(4 + م . (أي الحد الذي لا يظهر فيه الحرف م ). وأن احتال أن 
يأخذ ‏ القيمة.1 هو الحد الذي يتضمن م مرفوعا إلى القوة 1. 

(5 -7أ) حالة 2 - »م 

في هذه الحالة يبين الجدول ٤(‏ - 7) فضاء العينة والاحتمال الموافق لكل نقطة عينة 
وقيمة × عند هذه النقطة . ويبين الجدول (4 - ۲) ب دالة التوزيع الاحتمالي ل ×. والقيم 
الممكنة ل ×هي الآن 40 1ء 2 . 


جدول ٤(‏ -5) التوزيع الثنائي في حالة 2 - م 


نقاط العينة 





(ب) )غ0 


وباستعراض العبارة الناتجة عن نشر(م +4)» وهي 
2 +204 +02 

نلاحظ أيضا أن احتمال أن يكون ×. مساويا للصفرء أي (0) ثرء هو الحد الذي 
يحوي م مرفوعا إلى القوة صفر (لا تظهر فيه م)» وأن احتمال أن يكون ×. مساويا 
للواحدء أي (1) ۶» هو الحد الذي يتضمن م مرفوعا إلى القوة 1» وأن احتهال أن 
يكون ×. مساويا للقيمة ٠2‏ أي (2) /» هو الحد الذي يتضمن م مرفوعا إلى القوة 2. 
٤(‏ - ۲ ب) حالة3 - ٩۸‏ 

يتضمن فضاء العينة في هذه الحالة 8 = 23 نقاطء. والقيم الممكنة ل (عدد 
النجاحات) هي 40 ٠2 ٠1‏ 3. ويبين الجدول ٤(‏ - ")أ و( 4‏ 7)س فضاء العينةء 
ودالة التوزيع › عل الترقيت: 





نماذج احتمالية لمتغيرات منفصلة 0 


جدول ٤(‏ -”7) التوزيع الثنائي في حالة 3 - م 


(×) ل 24 

0 f 

1 3p f 

2 37 q 

2 3 
(ب) 


0 
1 
1 
1 
2 
2 
2 
3 





أ( 
ونلاحظ هنا أيضا انطباق القاعدة التي وجدناها في الحالتين السابقتين . فمن الجدول 
(: -۳) ب نجد أن (0) / هو الحد الذي يحوي م مرفوعا إلى القوة صفر في نشر ثنائية 
الحد 


ثم + 3pF + 3p‏ + تي = 03م + (q‏ 
وأن (1) / هو الحد الذي يتضمن مرفوعا إلى القوة 1» وأن (2) / هو الحد الذي يحوي م 
مرفوعا إلى القوة 2» وأن (3) / هو الحد الذي يحوي م مرفوعا إلى القوة 3. 


وبتعميم هذه القاعدة نقول» بصورة عامة» أي في حالة ” من التكرارات» إن 
( =*) م = (» / هو الحد الذي يتضمن م مرفوعا إلى القوة × عند نشر ثنائية 
الحد"(م + ). ومن صيغة النشر التي استعرضناها في مستهل هذه الفقرة نكتب : 
22 
e‏ =1 
x‏ 


وهي الصيغة العامة لدالة الاحتمال في حالة التو زيع الثنائي . 











۲٦‏ الإحصاء والاحتال 


"وفيا يلي سنقدم عرضا سريعا لاشتقاق رياضي لهذه الصيغة العامة . فا نبغيه 

هو الاجابة عن السؤال التالي : ما هو احتمال الحصول على × نجاحا عند تكرار التجربة 
الثنائية ‏ مرة؟ وللاجابة نقول إن احتمال هذه الحادثة» ولنرمز ها ب8» مثلاء هو مجموع 
احتمالات نقاط العينة التي تنتمي إلى 8. وكل نقطة عينة هى متتابعة من ” من الحروف 7 
وك» ولكي تنتمي إلى 8 ان نحوي لتر عدا مو لانت يساوي + » ونحوي 
الحرف” عددا من المرات يساوي × - 8« . أي أن لكل نقطة من 8 الاحتّال نفسه وهو 
جداء يحوي × مرة العددم و × -2 مرة العددب4. وهكذا يكون احتمال كل نقطة من نقاط 
الحادثة 8 مساويا ل*"4 م . ويبقى أن نعرف عدد مثل هذه النقاط التي تتضمنها 
الحادثة 8. ولكن هذا العدد ليس إلا عدد إمكانات تقسيم ۸ موضعا إلى زمرتين» تتضمن 
إحداهما× موضعاء وتتضمن الأخرى × -* موضعاء وبحيث يظهر ا حرف ك في مواضع 
الزمرة الأولى ويظهر في مواضع الزمرة الثانية الحرف 7. ونعلم أن هذا العدد هو 
متوافقات ” شيئا مأخوذ× منها في وقت واحد» ای ويكون احتمال الحادثة 8 هو: 


=] p4" *; x=0,1,...,n. 
x 


وتجدر ملاحظة أن 
1= "1= ”)ض )x×(= > p۳ q4" * =(q+‏ ىر 
1 7ل دير 0 x=‏ 
كا ينبغي أن يكون . 
مثال )١- ٤(‏ 
لوحظ لفترة طويلة أن صيادا يصيب هدفه باحتمال 0.8. إذا أطلق 4 طلقات على 
هدف. ف] احتال: 


١-إصابة‏ الهدف مرتين؟ 
ب - إصابة الهدف مرتين على الأقل؟ 





# للقراءة فقط . 


نهاذج احتمالية لمتغيرات منفصلة ۷ 


الحل 


الهمدف يكون 0.8 = مء ويصبح 0.2 = 0.8 -1 -م - 4-1 . والخطوة الثانية هي معرفة 
عدد التكرارات ۸ ومن الواضح هنا أن 4 -. وبعد تحديد ” وم تصبح صيغة دالة 
الاحتمال للتوزيع الثنائى محددة تماما . وللإجابة عن أي سؤال نعبر عنه أولا بدلالة عدد 
النجاحات ×» ثم نطبق صيغة التوزيع الثنائي لحساب الاحتمال المطلوب . وفي مثاانا 
نجد أن صيغة التوزيع الثنائي هي : 

ت 5 4 

دير O‏ هم c=]‏ 
xX‏ 
ا-اللطلوب (2 = »)۶ أي (2) / . وبتعويض × ب2 في صيغة التوزيع نجد : 
4 
rae.‏ 


= ر‎ (0.640.04 = 0.1536 
: ب المطلوبهو (2 <×) ۲ ولكن‎ 
P(X=>2)= P(X=2)+ P(X= 3) + P(X= 4) 
= /)2(+ f )3(+ f )4( 


4 3 4 4 
= 0. 1536 + 3 (0.8) (0. 2) + (0. 8) 


9728 .0 = 
والجدير بالملاحظة أن هذه الاحتالات سوف لا تكون صحيحة إذا قام الرامي 
بتفقد موقع الطلقة في كل مرة . ذلك لأنه سيستفيد من ملاحظاته في الطلقة التاليةء 
وعندها سيكون من المتوقع ازدياد قيمة م من محاولة إلى أخرى» وسوف لا تكون 
التكرارات مستقلة كا يقتضي تعريف التجربة الثنائية . 


مثال  ٤(‏ ۲) 
يجري تفتيش الشحنات الكبيرة من البضاعة القادمة إلى مؤسسة صناعية بطريقة 
العينة . لنفترض أن هذه الطريقة تتلخص في اختيار عشر قطع عشوائياء ثم اختبارها 

واحدة فأخرى . وتّرفض البضاعة إذا لاحظنا قطعتين مرفوضتين أو أكثر. 


إذا احتوت شحنة بضاعة على 5% من القطع المرفوضة فا هو احتمال قبول 
البضاعة؟ رفضها؟ 


الحل 
إذا عرفنا النجاح بأنه الحصول على قطعة مرفوضة يكون 0.05 p=‏ ,0.95 =4 . ومن 
الواضح أن 0 = «. وصيغة دالة الاحتال ي مثالنا هي : 


x 


/c0=( 2 )«o. 05*0. 95 So O. 
نعبر الآن عن السؤال المطروح بدلالة عدد النجاحات × فنجد:‎ 
يساوي 0أو 1) ۲ = (1 >) م - (قبول البضاعة)م‎ × (= 
م + (0 دين م‎ (X= = f (0) + f )1( 


914 .0 = )95 .0( )05 م + )95 .0( = 


6 - 0.914 - 1 = (قبول البضاعة) ۲ - 1 -(رفض البضاعة) م 


مثال ٤(‏ - ۳) 
اختبر لقاح جديد لتحديد فعاليته في الوقاية من الركام . وقد أعطي لعشرة 
أشخاص روقبوا لفترة سنة . ووجد أن ثانية منهم لم يصابوا بالزكام . إذا كان احتمال عدم 
الإصابة بالزكام خلال سنة هوء بصورة طبيعية» 40.5 فا احتمال ألا يصاب ثانية أو 


نهاذج احتمالية لمتغيرات منفصلة ۹ 


امحل 
لنعرف النجاح بأنه عدم الاصابة بالزكام خلال سنة» فيكون 0.5 = مع 
«n= 10 »© - 5‏ وتکون دالة الاحتال لعدد الناجين من الاصابة» × »> هی : 


x 


10 10 - 
/ =| )0. 5) (0.5) ; X= 0,1,2, ...,10 


والمطلوب هو (8 <×)۲» ولحسابه نكتب : 


(X= 10(‏ ص + (9 ع كز ) م برق - يز ) م P(X>8)=‏ 
f(9) + f (10)‏ +)8( / 


10 8 2 (0 10 10 10 
[5 (0. 5) (9 0 (0.5) 


1 


055 .0 = 
مثال ٤ ٤(‏ ) 
إذا كان 90% من طلاب مقرر الااحصاء ينلجحون » فا احتال فشل اثنين على 
الأقل من فصل يتضمن عشرين طالبا؟ 
الحل 


لنعرف «النجاح» بأنه فشل الطالب في المقرر. فعندئذ يكون 0.1 = مو 0.9 = وي 
و20 = «. وتكون دالة الاحتّمال لعدد الفاشلين» ا . هى : 


010 عمو ;)0.170.9( 2 160 
أما المطلوبفهو حساب 2 <×) م. ولدينا : 


f (0) — £ )1(‏ -1 - (1 -يز )ص - (0 - خا )م -1 - (1 >2 )ص - 1 - (2 < غ1 )م 


20 20 19 
=1 - )0.9( 2 1 ) (0.1)(0. 9) 


لاحظ أن تعريفنا للنجاح هنا كان يتوخى التعبير بسهولة عن الاحتمال المطلوب . 
ولو أننا عرفنا «النجاح» بأنه نجاح الطالب في المقرر لأصبح 0.9 - «cq > 0.1 <p‏ 
0 - » ولأصبحت دالة التوزيع لعدد الناجحين في المقرر» ×» هى : 


۷۰ الإحصاء والاحتمال 


x 


f) 2 )0.9( (0.7 7 *; x= 0101 


ويكون المطلوب هو (18 > >) م لأن فشل اثنين على الأقل يعني أو يكافىء نجاح ثانية 
P(X <S18)=1-P(X2=19)=1- P(X=19)-— P (X= 20)‏ 
20 20 19 20 
o.5- (0) 06.9)‏ 9 )9( -1= 20 / -(19) £ -1= 


ونلاحظ من الأمثلة السابقة أن دالة التوزيع الثنائي تقدم علاقة بسيطة لحساب 
نواجهها في الحياة اليومية . ولكن لابد من الحذر عند استخدام دالة التوزيع الثنائي 
والتأكد من أن الحالة المدروسة تحقق بصورة مقبولة شروط التجربة الثنائية المذكورة في 
الفقرة .)١- ٤(‏ 


وتجدر أيضا ملاحظة أن الأمثلة الآر بعة السابقة هي مسائل احتالية أكثر منها 
إحصائية . فقد فرضنا أن احتمال النجاح م» وهو الذي يحدد تركيبة المجتمع المدروس» 
معروف » وكان المطلوب حساب احتمال الحصول على عينة من هذا المجتمع» ها 
مواصفات محددة . ولو عكسنا الطريقة وافترضنا أننا نملك عينة من مجتمع لا نعرفه 
ونريد القيام باستقراء حول قيمة م » فعندئذ يقدم المثالان ٤(‏ - ۲) و(٤‏ - ۳) مسائل 
عملية تمتازة يكون ال هدف النهائي فيها هو الوصو ل إلى استقراء إحصائي . وسنناقش 
هاتين المسألتين بتفصيل أكبر في فقرات قادمة . 1 


E E‏ والتبلين کا ذكرنهم في الفصل الفاق کب 


ي جن ا x‏ = ودار 2 = E(X)‏ در 


1 1 
6 x!(n- x)! 


# البراهين الرياضية للقراءة فقط 


۲۷۱ نهاذج احتمالية لمتغيرات منفصلة‎ 
5 3 n! x n x 

(n- x)! © 3‏ ا 2 
فقد أغفلنا القيمة 0 للمتغير × لأا ستؤدي عند تعويضها في الحد العام إلى مقدار 
يساوي الصفر (0 = () / × 0) لنفرض الآن أن بر = 1 -× فيمكن كتابة العلاقة السابقة 


على الشكل : 
[ -: 
بز-(2-1) 1+ر 2 !(22-1) 
لعل ل س = E(X)‏ = 
E(X) 2 7 3‏ دمر 
72-1 
بن -(0-1 )رز إ(7-1) 0 
4 ![بر- 1 -#)] !ر 2 


mp (p+ q4)" = mp. 
: وبطريقة مشاءبة نحسب [(1 -*×) × ]8 فنجد‎ 


57 )2- 1) 2 x 5 
El X(X-—-1)] = (XR | n~ x 
0 1 0 يد‎ (x— 1) (x- 2)! (n- x)! م‎ 8 
و‎ n(n- 1) (#-2)! x yy 
کڪ‎ (e-2! لم لسع‎ 
: وبوضعا! =2-×» أى 2+ =× » نكتب‎ 
2 و‎ 2) ! 3 6 
El X(X-1)] = n(n-1) پر -(2- 2ے لان :٠٣ا “م‎ 
8 2 yJ! )22- 2- م !رر‎ 4 


2م n(n-1)‏ = ” زب +م) تم )1 n(n-‏ = 
ولكن : 


(«رعم 22 X)=E(X‏ -2 عز)م - [(1 - E[(X(X‏ 
ومنه: 


E( )=E[X(X-DI+ECX)=n(n-Dp2+np 
0?=E(X- ضp)-=E(X2)-[E روص‎ 
= n(n-1)p2?+ np — 12 p2 
=np- np*=np(1- -(م‎ 82 


۷Y۲‏ الإحصاء والاحتمال 


وهكذا نستنتج القاعدة التالية : 
ولحساب تباين التوزيع الثنائي نضرب عدد التكرارات « باحتمال النجاح م ثم نضرب 
الناتج باحتال الفشل ٩‏ . 


مثال (4 -ه) 
قذفنا 400 ربع ريال على منضدة . ماالقيمة المتوقعة والانحراف المعياري لعدد 
القطع التي تُظهر وجه ال7؟ 


الحل 
وجه ال 77 نجاحا يكون عدد أوجه ال الظاهرة» × » متغيرا يتبع التوزيع التنائي 
حيث 400 = ۸و 1/2 = م. ويكون 

القيمة المتوقعة ل ×› 200 = 1/2 × 400 - ممم = (× E)‏ 

2 1 1 _ EE 

oy= NP q = 400 x > x تباین× » 100 ج‎ 

والانحراف المعياري ل × هو الجذر التربيعي للتباين أي 

0 - 100 ليه در 0 


وبا أن التكرارات ال في التوزيع الثنائي ما هي إلا تكرارا مستقلا لتجربة 
ثنائية» فيمكن النظر إلى متغير التوزيع الثنائي × على أنه مجموع « من المتغيرات 
المستقلة × ٠ Xe... ¢ Ke‏ أي : 


2 کا خيلا + ر کک رو ديهز 
}7= 
حيث يخضع كل من هذه المتغيرات في الطرف الأيمن للتوزيع الثنائي النقطى » أي يأخذ 


كل منها القيمة 1 باحتهال «والقيمة صفر باحتمال م - 1 -. ونعلم من خواص التوقع 
وخواص التباين أن : 


V(X) د‎ E(X + زرلا +... جرلا‎ E (X,) + E (ي*)‎ +... + 2) ,( 


V)%(=V (X + X, +...+ زيل ) ¥ + )¥( 7= زر‎ +*..+* ¥ )1],( 


(المتغبرات مستقلة) 
والتباين : 


جدول ٤(‏ -4) توزيعة 


2)10( - 0*2 9+1» p= م‎ 


E(x?) =0% x q+1° x p= م‎ 





وم = (م -1) م = ثم دمع V(X‏ 


وكذلك الأمر بالنسبةل ينا وبقية المتغيرات حتى ٠×‏ فتوقع كل منها يساوي م ما دام 
احتال النجاح يبقى نفسه من تكرار إلى اخر» وتباين كل منها 4ر . ومنه يتضح أن : 


n n 


E(X) = ا‎ 3 SEKI p=. 
=1 


= [ = 1 


: وان‎ 
V(x) = 2 x)= 3 V(X = J, pa= 6 
=1 i=1 i=1 


وهي النتائج نفسها التي توصلنا إليها بتطبيق مباشر للتعريف . 
تمارین )١- ٤(‏ 


)١‏ لنفرض أن واحدا من كل عشرة كتب دراسية للمرحلة الجامعية الأولى يصيب نجاحا 
باهرا. اختارت دار نشر عشرة كتب جديدة لنشرها. فا احتمال : 
| أن ينال واحد منها فقط نجاحا باهرا؟ 
ب - واحد منها على الأقل يصيب نجاحا باهرا؟ 
ج_اثنان منها على الأقل يصيبان نجاحا باهرا؟ 


- 8 


۷٤‏ الإحصاء والاحتمال 


۲) لنفرض أن المحركات الاأربعة لطائرة تجارية تعمل مستقلة بعضها عن بعض . وأن 
احتهال تعطل أي منها والطائرة في الحو هو 0.1 احسب احتمال : 
| -ألايقع أي عطل والطائرة في الجو. 
ب - ألا يقع أكثر من عطل واحد . 


۳) احتمال كشف جهاز رادار لطائرة معادية هو 0.9. إذا كان لدينا خمسة أجهزة» تعمل 
مستقلة بعضها عن بعض › فاحسب احتتال : 
| -ظهور طائرة معادية على شاشات أربعة منها . 
ب - اكتشاف وجود طائرة معادية في سماثنا . 


)٤‏ قذفنا قطعة نقود متوازنة ثلاث مرات . ليكن ×عدد أوجه ال الملحوظة» 
| -اكتب دالة الاحتمال ل ×» وارسم مدرجها الاحتمالي . 
ب - احسب متوسط × وانحرافه المعياري . 
ج بالاستفادة من المدرج الاحتالي » أوجد النسبة من مجتمع القياسات الواقعة 
ضمن انحراف معياري واحد على جانبي المتوسط » أعد من أجل انحرافين 
ارين دغل علق ناتان مع مات ت 


٥‏ لنفرض أن قطعة النقود غير متوازنة إلى حد كبير وأن احتال ظهور وجه ال11 هو 
1 - م. أعد الخطوتين أ و ب في التمرين السابق ولاحظ كيف تفقد دالة الاحتهال 
تناظرها عندما لا يكون م مساويا للنصف . 


)١‏ ما احتمال أن يكون أربعة على الأقل من أول ستة أشخاص تقابلهم في الشارع في يوم 
معين قد ولدوا يوم الجمعة (649 ,117 - 6 7 . 


۷) إذا أمكن الافتراض أن عدد المواليد الذكور مساو تقريبا لعدد المواليد الاناث في 
يجتمع سكاني معين . فأوجد النسبة من الأسر ذوات الستة أطفال التى تتصف با 
يلي : 


ت 


نماذج احتمالية لمتغيرات منفصلة Vo‏ 


| _عددالأطفال الذكور يساوي عدد الأطفال الاناث . 
ب _جميع الأطفال الستة من الجنس نفسه . 


0.3-1-م8)2-م؟ة بس-05-م2-12؟؛ 
ج-0.1 p=‏ ك5حم؟ د -0.1<ض 7-10. 


. إذا كان 1096 من نوع معين من صمامات التلفزيون يحترق قبل انتهاء مدة الكفالة‎ ٩ 
وبيع القن صام » فا متوسط وتباين 6[ » حيث × عدد الصامات المحترقة قبل‎ 
انتهاء مدة كفالتها؟ وما الحدود التي تتوقع أن يقع «ضمنها؟ (استخدم متباينة‎ 
. تشببيشيف)‎ 

)١‏ يتضمن جانب من امتحان معين 14 سؤالا من النوع متعدد الاختيارات» وأمام كل 

سؤال أربعة أجوبة مقترحة» واحد منها فقط هو الجواب الصحيح . 

| -إذا خصص لكل سؤال درجة واحدة فا هى الدرجة المتوقعة لطالب يجيب 
معتمدا على الحزر (أي يختار جوابه عشوائيا)؟ 

ب - إذا خصص لكل إجابة خاطئة 1- فكم يجب أن نخصص للإجابة الصحيحة 


إليها هو 1/2. إذا وقفت عند أقل من 3 مجموعات فستجد وقتا لتناول فنجان من 
الشاي قبل بداية المحاضرة » وإذا وقفت عند أكثر من 8 مجموعات فستصل إلى قاعة 
المحاضرات متأخرا. وإذا تأخرت أكثر من مرتين عن موعد المحاضرة خلال أسبوع 
يتضمن 5 محاضرات صباحية من السبت إلى الاربعاء» فستتلقى إنذارا من أستاذك . 
| -مااحتمال أن تستطيع تناول فنجان شاي في صباحي السبت والأحد؟ 

ب ما احتمال أن تتلقى إنذارا من أستاذك؟ 


۲۷٦‏ الإحصاء والاحتمال 


۲١‏ إذا كان 5% من البيض الوارد إلى حل لتسويق المواد الغذائية مكسوراء واشتريت 
0صناديق في كل منها 6 بيضات» فا احتال ألا يحتوي أي منها بيضتين أو أكثر 
أكثر من البيض المكسور؟ 


۳ في مدينة كبيرة كان عدم الوفاق بين الزوجين سببا ل 60% من حالات الطلاق» 
أوجد احتال أن ثلاثا من بين حالات الطلاق الست القادمة في هذه المدينة سيعزى 
إلى هذا السبب؟ 


4 إذا كان احتمال أن يحتاج طالب إلى وقت إضافي في اختبار الإحصاء هو 20.1 
فأوجد احتمال أن اثنين على الأكثر من 5 طلاب سيحتاجون إلى وقت إضافي . ما 
احتمال ألا يحتاج واحد على الأقل من الطلاب الخمسة إلى وقت إضافي؟ 


٠‏ إذا كان احتمال تحمل نوع من المصابيح للضغط العالي هو 20.4 وأخحذنا عينة من 
0 مصباح» فيا احتال ألا يتحمل 65 منها الضغط العالي . (أعط صيغة الجواب 
دون إجراء الحسابات) . 


5 إذا كان 10% من إنتاج آلة معينة يتضمن عيبا صناعياء وأخذنا عينة عشوائية من 
0قطعة » فا احتمال أن يكون ثلاثون منها على الأكثر معيبا؟ (أعط صيغة الجواب 
دون إجراء الحسابات) . 


١١‏ ) من سجلات المواليد في إحدى مدن ولاية يوتا الأمريكية تجد فيا يلى بيانا إحصائيا 
يُظهر جنس كل من الأطفال الاربعة مرتبة حسب تعاقب ولادتهم ٤‏ كل من 7745 
أسرة من الأسر ذات الأربعة أطفال . (80 ترمز لذكر ۴ ترمز لأنثى) والمطلوب : 
| -استخدام هذه الإحصائية لتقدير نموذج احتالي مناسب لمجتمع الأسر من 

أربعة أطفال . (اعتبر أن التجربة هي أن تختار عشوائيا أسرة من مجتمع الأسر 
ذات الأربعة أطفال وتسجل جنس الأطفال الأزبعة حسب تعاقب ولادتهم) . 


نماذج احتالية لمتغيرات منفصلة ابا 


ب استتخدام هذه الإحصائية لتقدير التوزيع الاحتمالي لا عدد الأطفال الذكور 
في أسرة من أسر هذا المجتمع . 

ج ‏ استخدام هذه الاحصائية لتقدير احتمال ولادة طفل ذكر في هذا المجتمع . 
واعتباره احتمال النجاح م لتجربة ثنائية فيها 8-4 » ولا عدد الذكور من بين 
الاربعة. 

داكتب التوزيع الاحتالي ل في السؤال ج وهو التوزيع النظري وقارنه 
بالتوزيع الاحتمالي ل الذي استنتجته في ب وهو التوزيع التجريبي . هل 
تعتقد أن التوزيع الثنائي هو النموذج الاحتمالي المناسب لوصف ودراسة عدد 
الصبيان في أسرة من مجتمع الأسر ذوات الأربعة أطفال؟ أي وصف مجتمع 
القياسات للمتغير العشوائي نا »الذي يرمز إلى عدد الذكور في أسرة من هذا 
المجتمع؟ (قم بحساباتك لثلاثة أرقام عشرية) . 











) وجدت شركة طيران أنه في المتوسط » يفشل 4 بالمائة من المسافرين الذين يحجزون 
مقاعد لرحلة معينة في الوصول إلى قاعة المسافرين في الوقت المحدد. ولذلك قررت 


۷۸ الإحصاء والاحتمال 


الشركة السماح ل 75 شخصا أن يحجزوا مقاعدهم في طائرة لا تتسع إلا لثلاثة 
وسبعين راكبا . ما احتمال توفر مقعد لكل مسافر يصل في الوقت المحدد؟ 


(4-4) الكشف على بضاعة بطريقة العينة* 


نعلم أن المؤسسة الصناعية هي مكان تتحول فيه مادة أو مواد خام إلى مادة 
مصنعة . ولابد لإدارة المئؤسسة» قاطا متها عل ری تعن رد المصنوعات» أن 
تجعل كمية المادة الخام غير الصالحة التي تدخل في عملية الإنتاج أصغر ما يمكن . كا 
ترغب في خفض عدد القطع المنتجة المعيبة صناعيا إلى أقل حد ممكن أيضا . . وفي محاولة 
لبلوغ هذا الهدف تقيم «غربالا» للبضائع الداخلة في عملية الإنتاج والخارجة منها في 
محاولة لمنع غير ا مناسب من العبور في الاتجاهين كليها . 


ولتبسيط المناقشة» لنفرض أن ما همنا هو «غربلة» البضاعة الواردة» أي المواد 
الخام المؤلفة» مشلاء من قطع على شكل صناديق من مادة معينة . . فإما أن نقبل شحنة 
البضاعة الواصلة إلى المصنعء > إذا كانت نسبة غير الصالح فيها نسبة مقبولة . وإما أن 
تكون هذه النسبة عالية فنرفض البضاعة ونردها إلى الممول . 

ويمكن إقامة «الغربال» بعدة طرق . ومن الواضح أن أكمل هذه الطرق هي أن 
يتم الكشف على كامل البضاعة قطعة فأخرى . . وللأسف فإن تكاليف مثل هذا 
الكشفف قد تكون كبيرة إلى الحد الذي يجعلها غير واردة البتة من وجهة النظر 
الاقتصادية. هذا ناهيك عا يمكن أن يقبل أو يرفض خطأ من قبل المفتش » خاصة 
بعد أن ينال منه الجهد مناله نظرا لضخامة العمل المطلوب . يضاف إلى ذلك أنه قد 
تكون هذه الطريقة مرفوضة بالنظر إلى طبيعة المادة التي نكشف عليها . فاختيار 
صلاحية المصباح الصغير (الفلاش) المستخدم في آلة تصوير يؤدي إلى تلفه. واختبار 
كل البضاعة » في مثل هذه ا حالة › يعني ألا يبقى شيء لاستخدامه أو لبيعه. 


وطريقة الغربلة الثانية الأقل تكلفة» والتي توفر جهودا كبيرة» هي طريقة العينة 
الإحصائية . وهي مشابهة للخطة التي ذكرناها في المثال .)١ - ٤(‏ وفيها نختار عينة من 
* للقراءة فقط . 


نهاذج احتمالية لمتغيرات منفصلة ۰ ۷۹ 


قطعة من قطع الشحنة بطريقة عشوائية» ونكشف عليها بدقة قطعة فأخرى لمعرفة ما 
تحويه العينة من قطع غير صا حة. وإذا كان عدد هذه القطع» ولنرمز له ب × أقل أو 
يساوي عددا ۾ حددناه سلفاء ويسمى عدد القبول» نقرر قبول البضاعة» وفيا 
عدا ذلك نرفضها ونعيدها إلى المموّل . وكان عدد القبول في الخطة التي ذكرناها في المثال 
(4-؟)هو1-». 


ويلاحظ القارىء أن خطة العينة تعمل بطريقة موضوعية تماماء وتؤدي إلى 
استقراء يتعلق بمجتمع القطع التي تتألف منها الشحنة . ورفض البضاعة يعني أننا 
استقرأنا أن نسبة القطع غير المقبولة» م» هي نسبة كبيرة تتجاوز الحد الذي يمكن 
التساهل فيه» والذي يؤدي إلى تدهور مستوى الجودة في الناتج النهائي في المصنع . 
وقبول البضاعة يعني أننا استقرأنا أن تلك النسبة» م» صغيرة» وأنها تبقى في حدود 
المعقول في عملية التصنيع . ويقدم الكشف على بضاعة بطريقة العينة مثالا على عملية 
اتخاذ قرار إحصائي . 


ولا تكون مناقشتنا تامة إذا أهملنا بعض النقاط المتعلقة بجودة الطريقة 
المستخدمة للقيام بالاستقراء. ومع أن خطة العينة التي عرضناها أعلاه هي طريقة 
لاتخاذ قرار إلا أنها ليست وحيدة . ويمكننا تغيير حجم العينة ٠”‏ عدد القبول ۾» أو 
اتباع طريقة في اتخاذ القرار غير إحصائية وراجعة للتقديرات الشخصية . فكيف يمكن 
مقارنة هذه الطر ق المختلفة في اتخاذ القرار؟ والجواب الطبيعى هو أن نختار الطريقة 
التي تؤدي إلى القرار الصحيح بأكبر تواتر ممكن» أو على الوجه الآحر تؤدي إلى القرار 
غير الصحيح بأقل نسبة من المرات . 


ويميز مهندسو الإنتاج جودة خطة العينة بحساب احتالات قبول البضاعة في 
حالة نسب مختلفة للقطع غير الصالحة في الشحنة الواردة. ويمثلون نتائج هذه 
الحسابات في شكل بياني يدعى «المنحنى العملياتي المميزا لخطة العينة . ويبين الشكل 
)١1-5(‏ نموذجا لثل هذه المنحنيات . ولكي يؤدي الغربال مهمته بصورة مرضية» 
نرغب في أن يكون احتمال قبول شحنات نسبة العطل فيها ضعيفة مرتفعاء وأن يكون 
منخفضا في حالة شحنات نسبة العطل فيها مرتفعة . ويلاحظ القارىء أن احتهال 
القبول سينحدر باستمرار مع ارتفاع نسبة العطل » وهي النتيجة التي نتوقعها . 


٠‏ ۲۸ الاحصاء والاحتهال 


0.5 0.4 0.3 02 0.1 0 
م 


شكل )١- ٤(‏ نموذج لمنحنى عملياتي مميز لخطة عينة . 


وعلى سبيل المشال» إذا كان المموّل مطمئنا إلى أن نسبة العطل في شحناته من 
البضاعة لا تتجاوز:19» وكان المصنع يعمل بصورة مرضية بشحنات تقل نسبة العطل 
فيها عن 5% فعندئذ يجب أن يكون احتمال قبول شحنات بنسبة من العطل أقل من 1% 
مرتفعا. وما لم يكن الأمر كذلك فإن المموّل سيرفع أسعاره لتغطية نفقات إعادة شحنة 
ممتازة «تحوي أقل من 1% من العطل» إليه» أو أنه سيحمّل إدارة المصنع نفقات إعادة 
الكشف على البضاعة . وعلى الوجه الآخر فإن احتمال قبول شحنات نسبة العطل 
فيها 5% أو أكثر لابد أن يكون منخفضا . 
مثال ٤(‏ -5) 

احسب احتال قبول شحنة عند استخدام خطة عينة فيها حجم 
العينة 5 = 7 » وعدد القبول 0 = ۾. وذلك إذا كانت نسب القطع غير 
الصالحة تساوي 0.1 = »p‏ 0.3 = مء 0.5 = م. ارسم المنحنى العملياتي المميز هذه 
الخطة. 


الحل 
لدينا توزيع ثنائي فيه 5 ٠=‏ واحتمال النجاحم . وصيغة دالة التوزيع : 


5 
0,125 حمر دش خم 18 دام 


ويكون 
ې = (0)ر = (القبول) م 


نماذج احتمالية لمتغيرات منفصلة ۸۱ 


0 = (0.9) = (0.1 = م ۱ القبول)م 

0 = (0.7) = (0.3 = م ١‏ القبول)م 

1 - (0.5) = (0.5 = م | القبول)۲ 
ونعلم بالاضافة إلى ذلك أن احتمال القبول يجب أن يكون الواحد عندما يكون 0 = م 
وأن يكون صفرا عندما 1 = م . وبرسم النقاط الخمسة» حيث الإحداثي السيني هو نسبة 
العطل . والإحداثي الصادي هو احتال القبول الموافق» يمكن تخطيط شكل تقريبي 
لمح الان المحيز رر من في الشكل (14- 09 : 


0.9 
0.8 
0.7 
0.6 
0.5 


0.4 


0.2 


0.1 
س 

له 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 


مم 


شكل (5-5)لمنحنى العملياتي المميز في حالة 5 - ١‏ » 0 - »> 


كبيرة . ولتيسير الحسابات تتوفر عادة جداول تعطي ججموع احتالات التوزيع الثنائي 
من 0 = إلى ۾ =× عدد القبول . وذلك في حالة عينات حجمها ” يساوي 5» ٠10‏ 15» 
0» 25 . 


مثال ٤(‏ ۔ ۷) 
ارسم المنحنى العملياتي المميز لخطة عينة فيها 15 = ”و 4=1 . 


YAY 


الإحصاء والاحتال 


الحل 
سنحسب احتمال القبول في حالة 0.1 = م 2 «p=‏ 0.3 دض 0.5 P=‏ . 
نكتب : 


ٍ 5 
احتمال‎ = 2 (x)= / )0( + ۶ )1( = e م‎ ¢“ 


ومنه : 
9. = “"(1().9.) 15 + (0.9) = (0.1 = م | القبول) 
وبصورة مشابهة نجد : 
7 - 0.22 = م | القبول) م 
5 = 0.33 = م | القبول) م 
0 - (0.5 = م | القبول) م 
والمنحنى العملياتي المميز مبين في الشكل ٤(‏ -”") . 


0.2 0.3 0.5 


و 


شكل ٤(‏ - "): المنحنى العملياتي المميز في حالة 15 - ۸ » 1- م 


سے 


"0 


لقبول 


عملياتي ميزه يميز الخطة عن غيرهاء ويقدم نوعا من الوصف لحجم ثقوب الغربال. 
وسيختار مهندس الإنتاج الخطة بحيث يحقق المتطلبات التي يفرضها واقعه. فزيادة 


عدد القبول تزيد من احتال القبول» وبالتالي توسع ثقوب الغربال. كا تقدم زيادة 
حجم العينة قدرا أكبر من المعلومات التي يمكن أن نبني عليها قرارناء وبالتالي تزيد من 
قدرة الطريقة المتبعة على التمييز. و هكذا ينحدر المنحنى العملياتي المميز بسرعة مع 
ازديادم عندما يكون حجم العينة * كبيرا . (قارن بين الشكل ٤(‏ -7) حيث 27-5 
والشكل (5 -7) حيث 15 -2) . 


تمارين (5-؟) 
5 = #وعدد قبول 0 -4 . ما هو احتمال أن يقبل الشاري شحنة بضاعة نسبة العطل 
الحقيقية فيها : 
١-0.1«-ض‏ ب-0.3 p=‏ ۰ ج- 0.5 دم د-0-<م2 ه-1 -<م. 
از المتغين العملياق لديو هذ اة 
۲) أعد التمرين ١‏ في حالة 5= ۸ 4-1 . 
۳) أعد التمرين ١‏ في حالة 10 -» 0>-©. 
)٤‏ أعد التمرين ١‏ في حالة 10 -» 1 -4 . 
٥‏ ارسم المنحنيات العملياتية المميزة للخطط الأربع في التمارين ۰٤ ۳ ۲ » ١‏ على 
ورقة بيانية واحدة . ما تأثير زيادة عدد القبول 2 مع بقاء * ثابتة؟ وما تأثير زيادة 
(4 - 6) اختبار فرضية* 


إن مسألة اللقاح ضد الزكام المعطاة في المثال ٤(‏ -) » هي مسألة توضيحية 
لاختبار إحصائي لفرضية . وتتلخص المسألة في السؤال التالي : هل تقدم المعلومات 
التي تحويها العينة دلالة كافية على فعالية اللقاح؟ 





ل للقراءة فقط . 


YAS‏ الإحصاء والاحتمال 


ويحمل المنطق المستخدم في اختبار فرضية شبها كبيرا بالأسلوب المستخدم في 
قاعة محكمة. فعند محاكمة رجل متهم تفترض المحكمة أن المتهم بريء حتى تثبت 
إدانته . ويجمع ممثل النيابة كل الأدلة ا متوفرة له ويقدمها في محاولة لنقض فرضية البراءة » 
وبالتالي الحصول على إدانة المتهم والحكم عليه. وتصور المسألة الاحصائية اللقاح ضد 
الركام متها . والفرضية التي سيجري اختبارهاء وتدعى الفرضية الابتدائية » هي أن 
اللقاح غير فعال. ودلالات الدعوى موجودة ضمن العينة المسحوبة من مجتمع . 
ويعتقد الباحث وهو يؤدي دور مثل النيابة أن اللقاح مفيد فعلا. ويحاول تبعا لذلك 
استخدام الدلالات المتوافرة في العينة لرفض الفرضية الابتدائية وبالتالي دعم قناعته بأن 
اللقاح» في الحقيقة» ناجح جدا ضد الركام . (لاحظ أن التهمة هنا هي أن اللقاح 
فعال» والفرضية الإبتدائية هي براءة اللقاح من هذه التهمة) وسيتعرف القارىء على 
هذا الأسلوب كشكل أساسي من أشكال الطريقة العلمية الحديثة حيث يتوجب وضع 
النظريات المقترحة على حك الواقع . 


ويبدو بدميا أن نختار عدد من يجانبهم الركام» ٠×‏ كقياس لمقدار البينة التي 
تحتويها العينة . وإذا كان × كبيرا فإننا سنميل إلى رفض الفرضية الإبتدائية واستنتاج أن 
اللقاح فعال. وعلى الوجه الآخر سيقدم صغر × القليل من الدعم لرفض الفرضية 
الإبتدائية . وفي الحقيقة, إذا كانت الفرضية الإبتدائية صحيحة واللقاح غير فعال فإن 
احتمال النجاة من الزكام طوال فصل الشتاء سيكون 1/2 = م» وستكون القيمة المتوسطة 
ل 


0 


X) = n p= 0(3) - 5.‏ ):/ 
وقد لا يجد معظم المهتمين صعوبة في تكوين حكمهم الخاص في حالة 10 = × أو 
في حالة يساوي 5» 4» 3» 2» أو 1 حيث تقدم في الظاهر دلالة كبيرة لرفض أو قبول 
الفرضية » على الترتيب . ولكن ماذا يمكن أن يُقال في حالات أقل وضوحا مثل 7 =× أو 
8 = × أو 9 = ×؟ وسواء اتخذنا قرارا بطريقة ذاتية أو موضوعية» فمن الواضح أننا 
سنختار الطريقة التي تعطي أقل احتمال لاتخاذ قرار غير صحيح . 


نماذج احتمالية لمتغيرات منفصلة A0‏ 


وسيختبر الإحصائي الفرضية الابتدائية بطريقة موضوعية» ولكنها مشابهة لما 
يمكن أن نصل إليه باللجوء إلى الحس السليم أو الفطرة . وصانع القرار» ويدعى عادة 
«الإحصاء» تسب عنادة )من العيئة . وفي مسألتنا فإن هذا الإحصاء ء هو عدد من نجوا 
من الإصابة بالزكام» ×» وسنأخذ عندئذ في اعتبارنا كل القيم الممكنة هذا الإحصاءء 
وهي هناء 10 ,...,2 ,1 ,0 =× ثم نقسم هذه القيم إلى مجموعتين » ندعو إحداها منطقة 
الرفض» والأخرى منطقة القبول . وهكذا تُتفذ التجربة» ونلاحظ قيمة «صانع القرارا 
أو «الإحصاء»» ×. فإذا أحذ × قيمة من منطقة الرفض رفضنا الفرضية . وفيا عدا ذلك 
نقبلها . وعلى سبيل المثال» يمكننا اختيار منطقة الرفض من النقاط 8 =× أو 9 أو 10. 
ونعتبر ما تبقى من قيم × منطقة قبول . وبا أننا لاحظنا القيمة 8 في مثالنا فإننا نرفض 
الفرضية الإبتدائية بأن اللقاح غير فعال ونستنتج أن احتمال النجاة من الزكام طوال عام 
كامل هي أكبر من 1/2 عند استخدام اللقاح . والآن ما هو احتمال أن نرفض الفر ضية 
الإبتدائية مع أنها في الواقع صحيحة؟ واحتمال الرفض الخاطىء للفرضية الإبتدائية هو 
احتمال أن نأخذ × القيمة ٠8‏ 9ء أو 10» علا أن 1/2 - م» وهذا هي في الحقيقة» 
الاحتمال الذي حسبناه في المثال (غ - ۳) ووجدناه مساويا ل 0.055 . وبا أننا قررنا رفض 
الفرضية الإبتدائية ووجدنا أن احتمال أن يكون هذا الرفض غير صحيح هو احتمال 
بسيط فإن هذا يولد لدينا ثقة غير قليلة بأننا اتخذنا القرار الصحيح . 


عند تأمل المسألة قليلاً سيلاحظ القارىء أن الشركة المنتجة للقاح ستواجه نوعين 
من الخطأ. فمن جهة يمكن أن ترفض الفرضية الإبتدائية وتستنتج خطأ أن اللقاح 
فعال. وإنتاج الدفعة الأولى من اللقاح وطرحها للاستخدام سيسبب خسارة مادية 
ومعنوية (الإساءة إلى سمعة الشركة) لأن الحقيقة ستكشف عن نفسها. ومن الجهة 
الأخرى » يمكن أن تقرر قبول الفرضية الابتدائية» وتستنتج خطأ أن اللقاح غير فعال. 
وسيقود هذا الخطأ إلى خسارة الفوائد الجمة الصحية والمادية التي كان سيقدمها طرح 
ذلك اللقاح المفيد في الأسواق لاستخدامه على نطاق واسع . 


يدعى رفض الفرضية الابتدائية مع أنها صحيحة بالخطأ من النوع الأول (أو 
النوع 1 ). ونرمز لاحتمال إرتكاب خطأ من النوع الأول ب » . وسيزداد الاحتمال » أو 


۲۸٦‏ الإحصاء والاحتمال 


يتناقص مع اتساع أو تقلص منطقة الرفض . وبالقدر الذي تمثل فيه » مخاطرة الرفض 
الخاطىء؛ يمكن أن نتساءل : لماذا لا نختار منطقة الرفض صغيرة قدر المستطاع» 
ونقلل بذلك احتمال تلك المخاطرة؟ فمثلا لماذا لا نختار 10 = × فقط منطقة رفض في 
مثالنا هنا؟ ولكن لسوء الحظ إن تخفيض © يزيد من احتمال ارتكاب خطأ من نوع آخر» 
وهو احتمال قبول الفرضية الابتدائية مع أنها غير صحيحة» وأن الصحيح هو فرضية 
بديلة تختلف عنها . ويدعى هذا الخطأ بالخطأ من النوع الثاني (أو النوع 11 ) . ونرمز 
لاحتهال مثل هذا الخطأ بالرمز 8 . أي أن 8 هو احتمال القبول الخاطىء. ومن أجل 
حجم ثابت للعينة #» تكون العلاقة بين © و 8 علاقة عكسية . فعندما يزداد أحدهما 
يتناقص الآخر. وتقدم زيادة حجم العينة معلومات أكثر يمكن أن نبني عليها قرارناء 
وبالتالي تخفض كلا من » و 8 . ويقيس احتالا الخطأ من النوعين 1 و 11» أي » و 8» 
مخاطرة التورط بقرار غير صحيح . ويختار المجرب, وفق الا تمليه طبيعة المسألة 
المدروسة» حجم هذين الاحتمالين . وعادة نختار حجم العينة » ونحدد شكل منطقة 
الرفض وحجمهاء بحيث نضع سقفا للاحتمال » لا يتجاوزه» ويسمى مستوى 
المعنوية» وتحت هذا الشرط نحاول جعل 8 أصغر ما يمكن . ومن الواضح أن اختيار 
شكل منطقة الرفض يشكل أمرا حاسم في مسألة الاختبار الإحصائي وتتوقف عليه إلى 
حد كبير قوة وكفاءة الاختبار الإحصائي . 


(r 5) تمارين‎ 


)١‏ نقوم بتجربة لاختبار أن قطعة نقود متوازنة» وذلك بقذف قطعة النقود أربع مرات 
وملاحظة عدد أوجه الصورة التي تظهر. ونرفض الفرضية إذا كان هذا العدد صفرا 
أو أربعة. 


| ماهو احتال الخطأمن النوع الثاني؟ 
ب -إذا كانت القطعة فعلا غير متوازنة واحتمال ظهور وجه الصورة هو 0.7» فما هو 
احتمال الخطأ من النوع الثاني في هذا الاختبار؟ 


ناذج احتالية لمتغيرات منفصلة YAY‏ 


؟) نتوقع أن يعطي زوج من الخنافس نسلا بعينين سوداوين بنسبة 3096 من المرات . 
ولاختبار هذه النظرية نلاحظ ثلاثا من نسلها فنجد أن عيونها زرقاء. فهل تقدم 
هذه النتيجة دلالة كافية لنقض النظرية؟ علل إجابتك إحصائيا . 


*) نفذنا عددا من تجارب علم النفس كا يلي : استدرجنا فأرا إلى نهاية حاجز يتفرع منه 
تمران يقود كل منهما إلى باب . وهدف التجربة أساسا هو تحديد ما إذا كان للفأر 
قدرة على تفضيل أحد الممرين . في تجربة مؤلفة من 6 محاولات لوحظت النتائج 
التالية : 


اك ل كه لك كي الك a‏ 
ا ل 7{ اسك الس 
أ -_عبر عن الفرضية التى تود اختبارها . 
ب ليكن × عدد المرات التى يختار الفأر فيها الباب الثاني» فا هي قيمة » في هذا 
الأخعاز ةا اتف ال عل 0د يدوو دير ٠‏ 
ج-ماهي قيمة 8 من أجل الفرضية البديلة 0.8 =p؟‏ 


)٤‏ سجلنا عدد المأخخذ الكهربائية التي تحوي عيبا صناعيا في كل من خطي إنتناج 
مختلفين ۸ و8» وذلك يوميا ولمدة عشرة أيام فحصلنا على النتائج التالية : 


TT 
ODODE 


إذا علمت أن حجم الإنتاج الكلي هو نفسه بالنسبة للخطين . قارن عدد القطع 
المعيبة الناتجة عن الخطين كل يوم» وليكن × عدد الأيام التي يكون فيها 13 متجاوزا 
ل4 فهل تقدم هذه المعلومات دلالة كافية للقول بأن الخط 8 ينتج في المتوسط 
قطعا معيبة أكثر من ۸؟ إعرض الفرضية التي ستختبرها واستخدم × إحصاء لهذا 
الاحتبار. 














A۸‏ الإحصاء والاحتمال 


لتوزيع بواسون مجالات تطبيق واسعة» فهو يقدم» على وجه العموم» نموذجا 
جيدا للمعلومات الاحصائية التي تأخذ شكل تعداد لحوادث نادرة الوقوع . ويمثل 
المتغير العشوائي البواسوني » × مثلاء عدد «الحوادث النادرة» الملحوظة في وحدة قياس 
معينة» زمنا كانت أم مسافة أم مساحة أم حجا . ونوضح بالأمثلة التالية» التي نطبق 
فيها عادة توزيع بواسون : 


١‏ لیکن × عدد المكالمات الماتفية» في شركة معينة› كل حمس دقائق من الفترة 
الممتدة بين الساعة الثانية عشرة ظهرا والساعة الثانية بعد الظهر. 

۲ ليكن × عدد قوالب الزبدة المباعة خلال يوم في محلات بيع المواد الغذائية . 

۳ - ليكن × عدد الأعطال الأسبوعية الناشئة عن العجلات في أسطول من شاحنات 
النقل البري . 

. ليكن × عدد الجسيمات الصادرة في الثانية عن كمية من مادة مشعة‎ - ٤ 

6 ليكن × عدد الأخطاء المطبعية في الصفحة عبر صفحات كتاب معين . 

. ليكنا عدد الالكترونات التي يُصدرها مهبط مسخن في فترة زمنية محددة‎ ١ 

/ا- ليكن × ع دد ذرات الغاز في منطقة جزئية صغيرة امن وعاء مليء مبذا الغاز 
حجمه ۷ . 

۸-ليكن × عدد حوادث السيارات في مدينة كبيرة خلال يوم . 

4 ليكن × عدد البكتريا الموجودة في مم "من وعاء يحتوي على سائل معين . 


وتكفي هذه الأمثلة لتوضيح مدی تنوع واتساع تطبيقات التوزيع البواسوني 5 
٤(‏ -5-١)دالة‏ الاحتمال لتوزيع بواسون* 

يمكن استنتاج دالة الاحتمال لتوزيع بواسون كحالة حدية (أو كنهاية) لدالة 
الاحتمال للتوزيع الثنائي . فلنفرض أن عدد التكرارات:: يسعى في اتجاه أن يصبح كبيرا 


0ك 
# للقراءة فقط . 


نهاذج احتمالية لمتغيرات منفصلة ۲۸۹ 
جدا وأن ميسعى في اتجاه أن يصبح صغيرا جداء وبحيث يبقى جداؤهما م 7 مساويا 
لعدد ثابت ۸ مثلا» ولتكتب دالة الاحتمال للتوزيع الثنائي على الشكل : 


8 x yn¬— عد‎ x (1 - 1 
gE OD. 
x x! (n~ x)! (م-)‎ 


لدع 


)ل 


n(n~ 1( ... -بيم)‎ xX+1) 








ومن أجل قيمة كبيرة جدا ل28 وقيمة ل ثابتة وصغيرة بالمقارنة مع ٠#‏ تكون كل من 
الل 21 بي a‏ [ -1) قريبة ججدا من الواحد» ويمكن 
كتابة ۶)9 بصورة تقريبية على الشكل : 

1 1 1 

56 کک =( )عير 


x! 


حيث = تعني يساوي تقريبا. وإحدى نتائج التحليل الرياضي المعروفة هي أن المقدار 


ج 6 يسعى إلى عدد ثابت ...2.7183 e‏ عندما تسعى ١‏ إلى اللات وان 


- 6 يسعى إلى العدد* ٠‏ وهكذا تصبح الصيغة الحدية لعبارة 09)/ كما يلي : 


”اچ اي 


x 
/(x)= e 2 e 


وهي صيغة دالة الاحتال لتوزيع بواسون. وستعطي هذه الصيغة احتالات مساوية 


تقريبا لتلك التي تعطيها دالة الاحتمال للتوزيع الثنائي شريطة أن يكون ” كبيرا جدا 
ويكون الجداء م ”صغرا نسبيا (نطلب عادة أن يكون 5 > م ). 


ويبرهن أن كلا من متوسط توزيع بواسون وتباينه يساوي 2. أي أن 
E(X)= V(X) =4‏ 


۹۰ الإحصاء والاحتهال 


ويمكن اعتبار هذه الخاصة كخاصة مميزة ينفرد بها التوزيع البواسوني من بين التوزيعات 
المنفصلة جميعها. وإذا وجدنا في مجتمع من القياسات أن متوسطه وتباينه قريبان جدا 
من بعضه)| فإن ذلك يحفزنا على الاعتقاد بأن أفضل نموذج احتالي مناسب لهذا 


مثال ٤(‏ -8) 
يتلقى عامل الهاتف في شركة معينة المكالمات الهاتفية بمعدل مكالمتين في 
الدقيقة . 


- ما احتمال ألا يتلقى العامل أية مكالمة خلال فترة دقيقة؟ 
0 احتمال وصول مكالمتين خلال فترة دقيقة واحدة؟ 
ج-_ما احتمال ألا يتلقى أية مكالمة خلال فترة حمس دقائق؟ 


الحل 

لتحديد دالة الاحتمال لتوزيع بواسون تكفي معرفة 2» وهو يمثل متوسط عدد 
الحوادث التي تقع في وحدة قياس معينة › هي في مثالنا هنا وحدة قياس زمني وتساوي 
دقيقة واحدة. إذا 2 = 2ء على أساس أن وحدة قياس الزمن هي الدقيقة . ولكن كم 
تصبح #الو أن وحدة قياس الزمن أصبحت 5 دقائق بدلا من دقيقة واحدة؟ والجواب 
واضحء لأنه إذا كان متوسط عدد المكالمات يساوي 2 لكل دقيقة فهو يساوي 10 لكل 
حمس دقائق . وتجدر ملاحظة أن × في توزيع بواسون يمثل عدد الحوادث التي تقع في 
وحدة قياس . و (د -2)6 = (ت)رهو احتتال أن تقع × حادثة في وحدة قياس . وهذا 
يشير إلى ضرورة التعرف على وحدة القياس أو تحديدها ومن ثم حساب 1 وكتابة صيغة 
دالة الاحتال الموافقة. وبعد ذلك التعبير عن السؤال المطلوب بدلالة × وحساب 
الاحتال المطلوب . 


وني مثالنا وحدة القياس هي الدقيقة بالنسبة للسؤالين أو ب . وتكون 2 كما 
ذكرنا مساوية ل 2» فنكتب دالة الاحتمال كا يلي : 


/)×(= 22 ;X#=0,1,2,... 


نماذج احتمالية لمتغيرات منفصلة ۳۹۱ 


أ-المطلوب هو (0 -)7 أي (0)/ وبتعويض×بصفر في الدالة ) / نجد : 


2و 


/ )0( = € ° > = €2? = 0.135 . 


ب -المطلوب هو (2 = ×) » أي (2)/ . وبتعويض × ب 2في ()/ نجد : 


2 
262-070 = ك2 2ي (x)=‏ 


ج ‏ باعتبار وحدة القياس الزمني الآن هي «خمس دقائق». تصبح 10 = 2 
وتصبح دالة الاحتمال كا يلي : 


10 10 


x 
2 ; X= 0,1,2, ... 


J(x)J)=e 


والمطلوب هو (0 = ×) ۲ = (0)/. وبتعويض × بصفر في هذه الدالة نجد: 
0 
5 - 10م = ° = )0( / 


مثال ٤(‏ -9) 
قام بيتمان بتطبيق توزيع بواسون في مسألة فيزيائية مهمة . فقد استخدم دالة 
الاحتمال البواسونية في تفسير بيان إحصائي تجريبي كان قد جمعه عالمان عظيمان من رواد 
الفيزياء الذرية هما رذرفورد وجايجر. فقد قاما بتعداد جسيات به التي انبعثت عن قرص 
مطلي بالبولونيوم وذلك خلال فترة زمنية تساوي 7.5 ثانية . وسجلا مشاهدات) في 2608 
فترات زمنية متلاحقة. وكان مجموع عدد الجسيات المللحوظة يساوي 097 10 جسي|. 
أي أن متوسط عدد الجسييات الصادرة هو 3.87 جسيما لكل 7.5 ثانية . (أي لكل وحدة 
قياس حيث وحدة القياس هنا هي 7.5 ثانية) . وقد بين بيتمان أنه إذا كانت نظريتههما 
الذرية صحيحة وكان 2 متوسط عدد الجسييات الصادرة خلال فترة زمنية محددة » فإن × 
عدد الجسيات الصادرة خلال فترة زمنية هو متغير عشوائي يخضع لتوزيع بواسون 
بوسيط (أو معلمة) يساوي 4 » وهكذا إذا استخدمنا 3.87 كأفضل قيمة تخمينية ل2 

متوفرة لناء فإن نظريتهم| الذرية تتنبأ بأن × متغير عشوائي بواسوني دالة احتماله هي : 


x 
. §)×(= لقثا 7م‎ ; 2-0, 1, 2. 


۹۲ الإحصاء والاحتمال 


ويبين المحدول ٤(‏ 6) النتائج الواقعية والنتائج النظرية» والتوافق الملحوظ 
القائم بين المشاهدات التجريبية والتنبؤات النظرية . 


جدول ٤(‏ - 0) القيم الواقعية والقيم النظرية لتجربة رذرفوردوجايجر 


عدد الفترات الزمنية(7.5 ا)التي صدر خلاها جسيم 0 


القيمة النظرية (مع تدوير الرقم العشري) 


54 
210 
407 
525 
508 
394 
234 
140 

68 





مثال (5 )٠١-‏ 
تقع حوادث اصطدام الطرق في منطقة معينة بمعدل حادث واحد لكل يومين . 
| احسب الاحتمالات الموافقة ل 0 1» 2» 3» 4» 5» 6 حوادث اصطدام في الأسبوع في 
تلك المنطقة . 
ب _ ما عدد الاصطدامات الأسبوعية الأكثر احتمالا؟ 
ج_كم يوما في الأسبوع تتوقع أن يمر بدون اصطدامات؟ 


امحل 
ا متوسط عدد الحوادث لكل أسبوع هو 3.5 = (0.5) 7 = 3. ودالة الاحتهال هي : 





نهاذج احتمالية لمتغيرات منفصلة 4۳ 


x 
/)x(= لق تدم‎ : 2- 0, 2. 


ومنه . 
0 
6 = تك 753 = (1)/ ; 0.030 8 25ي = (0)/ 
5 5 
0.6 = 5--- 75 = (3)/ ; 0.185 - ا N2‏ 


5 4 
0.2 - 33 5 =(6/ , وو ے 85 25ے AC‏ 


= 0.077. 


6 
رك‎ 
/(6) =e ra 


ب من السؤال أ نلاحظ أن عدد الحوادث الأسبوعية الأكثر احتالا هو 3 =× . 
ج باعتبار اليوم هو وحدة القياس بدلا من الأسبوع نجد أن 5 - ۸ وتكون 


/)×(= 05 (0.5) O دالة الاحتال‎ 
x 7 Les 





حيث × الآن هو عدد الحوادث اليومية. ومرور يوم بدون حوادث يعنى 
أن0 -*.ولحساب (0 = ×) ۲ نعوض ×بصفر في دالة الاحتمال فنجد : 
7 = 05ع = (0)/ 


ونحن الآن أمام مسألة توزيع ثنائي . لنعرف النجاح بأنه مرور يوم بدون 
حوادث» باحتمال النجاح 0.607 = م» في كل يوم من أيام الأسبوع السبعة . وبأخذ 
7-7 » يكون عدد النجاحات هو عدد أيام الأسبوع التي تمر بدون حوادث . إذا رمزنا 
لهذا العدد بيزرء فإن ١‏ متغير عشوائي بخضع للتوزيع الثنائي حيث 7 = ۸و 0.607 = م. 
والمطلوب هو (0 £. وكا نعلم فإن : 

5 (زز)‎ = 1 p= 7 xX 0.607 = 4.25 

وبصورة تقريبية نقول إنه لو أحصينا عدد أيام الأسبوع التي تمر بدون حوادث في 
تلك المنطقة وذلك لعدد هائل من الأسابيع» ثم حسبنا متوسط الأعداد التي حصلنا 
عليها لكان الناتج 4.25 يوما. 


۳۹٤‏ الإحصاء والاحتمال 
تمارين ٤(‏ -4) 


)١‏ تتلقى تحويلة للهاتف المكالمات بين الساعة العاشرة صباحا والثانية عشرة ظهرا 
بمعدل مكالمتين في الدقيقة . ما هو احتال ألا تتلقى التحويلة أية مكالمة خلال 
دقيقة؟ أن تتلقى مكالمتين خلال دقيقة؟ أن تتلقى مكالمتين خلال مس دقائق؟ ألا 
تتلقى أية مكالمة خلال حمس دقائق؟ 


") لنفرض أن مساحة صغيرة من زجاجة مجهرية لفحص الدم تحتوي في حالة شخص 
طبيعي على عشر كريات حمر في المتوسط . ما احتمال أن تتضمن زجاجة من دم 
شخص طبيعي ء في تلك المساحة الصغيرة» أقل من 6 كريات حمر؟ ألا تحوي أية 
كرية حمراء؟ 


۳) تتضمن صحيفة يومية في المتوسط ثلاثة أخطاء مطبعية للصفحة الواحدة. ما 
احتمال أن : 
| تكون الصفحة الأول خالية من الأخطاء المطبعية؟ 
ب - يوجد ستة أخطاء مطبعية في الصفحة الأخيرة؟ 
ج- يوجد أكثر من ثلاثة أخطاء مطبعية في صفحة الرياضة . 


4) يبيع مخزن نوعا معينا من الأجهزة الكهربائية بمعدل أربعة في الأسبوع . بافتراض أن 
عدد الأجهزة المباعة أسبوعيا متغير بواسوني» أوجد عدد الأجهزة التي يجب توافرها 
في مستودع المخزن في بداية أسبوع بحيث يطمئن صاحب المخزن باحتمال 9540 إلى 
أنه سيلبي جميع الطلبات من هذا النوع من الأجهزة خلال ذلك الأسبوع . 


٥‏ تصل السيارات إلى مرآب في وسط المدينة بمعدل سيارة كل دقيقة . وسيسبب وصول 
أكثر من أربع سيارات في أي دقيقة أزمة في حركة المرور. كم أزمة تتوقع» في 
المتوسط » في ساعات العمل ال 12 في اليوم؟ 


. من بين 150 مباراة في كرة القدم جرت يوم الخميس لم تسجل أية أهداف في 12 منها‎ )١ 
مفترضا توزيع بواسون» كم تعتقد أن يكون متوسط عدد الأهداف للمباراة‎ 
الواحدة؟‎ 

احسب احتالات أن : 
| -يسجل أقل من هدفين في مباراة معينة . 

ب -يسجل أكثر من هدفين ولكن أقل من 5 أهداف في مباراة معينة . 


۷) تمر المركبات من نقطة معينة على طريق مزدحم بمعدل 300 مركبة في الساعة . أوجد 
احتمال ألا تمر أي مركبة خلال دقيقة معينة . ما العدد المتوقع للمركبات التي تمر 
خلال دقيقتين . أوجد احتمال أن يمر بالفعل هذا العدد المتوقع خلال أي فترة طوها 
دقيقتان؟ 


۸) سجل عدد حوادث الاصطدام في منطقة معينة يوميا ولفترة امتدت 1500 يوم» 


ْ 
١ 


ما التوزيع النظري الذي يمكن استخدامه نموذجا مناسبا هذا البيان؟ احسب 
التكرارات المتوقعة مستخدما التوزيع الاحتالي النظري بمتوسط يساوي متوسط 
البيان الإحصائى أعلاه . 


عدد الاصطدامات في 
اليوم 






4) في مسح كبير تناول أكثر من 000 100 ولادة تبين أن معدل الاصابة بمرض في العمود 
الفقري هي 4.12 لكل ألف ولادة. ما احتمال أن نلاحظ في عينة عشوائية من 
سين ولادة : 

| عدم وجود إصابات؟ 








۲۹٦‏ الإحصاء والا حتهال 


ب _إصابة واحدة؟ 

ج - إصابيتين 

د -أكثر من إصابتين؟ 

(لاحظ من طريقة اشتقاق التوزيع البواسوني أنه عندما تكون * غير صغيرةء هنا 
0 = »2 ويكون احتمال النجاح» صغيرا جداء هنا 00412.= مء فيمكن اعتبار 
التوزيع البواسوني بمتوسط م« = 1 تقريبا جيدا للتوزيع الثنائي . ) 


٤(‏ -7) العينة العشوائية 


قلنا إن هدف الإحصاء كعلم هو القيام باستقراء حول خصائص مجتمع اعتادا 
على المعلومات التي تحويها عينة مأخوذة من هذا المجتمع . وكل مسألة إحصائية تبدأ 
بعينة من القياسات أو المشاهدات . وعلى سبيل المثال» عند اتخاذ قرار برفض أو قبول 
شحنة بضاعة واردة إلى مصنع » وكذلك عند اختبار فرضية تتعلق بفعالية لقاح جديد 
ضد الزكام» اعتمدناء في كل حالة» على عينة مأخوذة من مجتمع » ووصفنا العينة بأنها 
عشوائية» فماذا نبتغي من وصف العينة الاحصائية بأنها عينة عشوائية؟ وفي المقام الأول» 
متى نقول إن العينة عشوائية؟ 


ولقد أوضحنا » في مسألة اختبار فرضية» أنه لابد من حساب احتمال الحصول 
على عينة كالعينة التي بين أيدينا. (العينة التي تمخضت عنها التجربة) فإذا وجدنا أنها 
من النوع غير المحتمل (احتهال ا حصول عليها تحت الفرضية الابتدائية هو احتمال زهيد) 
نستنتج أن الفرضية الابتدائية غير مبررة» ونرفضها. وإذا وجدنا أن العينة محتملة تماما 
قلنا إن الدلالات المتوفرة من العينة لا تسمح لنا برفض الفرضية ولذلك نقبلها. والنقطة 
المهمة التي نريد إبرازها هي أنه لابد لنا من حساب احتمال الحصول على عينة كتلك ٠‏ 
التى لاحظناها كى نصل إلى استقراء إحصائي» أو نتخد قرارا إحصائيا . ولا يخفى أن 
يقة أخد العينة أثرا حاس) في حساب احتالها . ومن هنا تأتي أهمية كون العينة 
عشوائية . فالعشوائية هي الخاصية التي ستجعل حساب مثل ذلك الاحتمال تمكناء لا 
بل ستجعله سهلا وميسورا. ولكن متى نقول إن العينة عشوائية؟ 


نماذج احتمالية لمتغيرات منفصلة ۹۷ 


لنفرض الآن أننا سحبنا عينة تتضمن :7 قياسا من مجتمع يحوي ٨‏ قياساء فا هو 
عدد العينات المختلفة التي يمكن الحصول عليها؟ إن هذا العددء كا نعلم» هو عدد 
متوافقات/! شيا مأخوذ:: منها في وقت واحد» أي 


(= N! 

n RH (N~— n)! 

وفي الفصل الثالث علقنا على مسألة الاختيار العشوائى لعنصز من مجموعة 

تتضمن // عنصراء فقلنا إن عشوائية الاختيار تعني أن لكل من العناصر ال/» الفرصة 

نفسها في أن يكون العنصر الذي يقع عليه الاختيار. أي أن احتمال الاختيار هو 1⁄۸ لكل 

عنصر من العناصر ال في المجموعة التي نختار منها. وهذا تعبير كمي عن طريقة 

اختيار نطمئن فيها إلى عدم إمكانية وجود أي شكل من أشكال التحيز لعنصر دون 
اخر. وسنطبق الفكرة نفسها لتعريف عشوائية العينة . 


تعريف العينة العشوائية 
عشوائية » إذا كان لكل من العينات ال | * | الممكنة الفرصة نفسها فى أن تكون العينة 
04 7 6 8 
الملحوظة . أي إذا كان احتمال الحصول على أي منها هو 0 
1 


وني معظم التطبيقات الاحصائية يكون المجتمع لانهائيا (أي أن عدد عناصره غير 
محدود)» وتجريدا ذهنيا أكثر منه عناصر محسوسة . لنأخذء مثلاء حالة القيام بقياس 
ثابت فيزيائي في تجربة مخبرية » ولنفرض أننا كررنا التجربة نفسها عشر مرات» فعندئذ 
ننظر إلى القياسات العشرة الناتجة على أنها عينة من مجتمع افتراضي هو ذلك المجتمع من 
القياسات التي كنا سنحصل عليها لو أننا قمناء وبصورة مستقلة» بتكرار التجربة 
نفسها مرة بعد أخرى إلى ما لانهاية له. وكل قياس من القياسات العشرة هو في الواقع 
متغير عشوائي قائم بذاته» ويوافقه بالطبع مجتمع من القياسات. وعشوائية العينة 
تضمن لنا أن المجتمعات العشرة من القياسات» هي» في الحقيقة» مجتمع واحد» وفوق 
ذلك تضمن لنا أن هذه المتغيرات العشرة تتحول» أو تعمل» مستقلة بعضها عن 
بعض . وبعبارة مبسطة نقول إنه كي نحصل على عينة عشوائية من ” قياساء ما علينا 


۲۹۸ الإحصاء والاحتمال 


إلا أن نكرر التجربة» تحت نفس الشروط والظروف» * مرة . وبطريقة تسمح لنا بالقول 
إن هذه التكرارات ال: مستقلة في] بينهاء أي لا يمكن أن يكون لنتيجة أي تكرار منها 
أثر سلبي أو إيجابي على ما يمكن أن تكونه نتيجة تكرار آخر. 

ولو أمعنا النظر فيا نقوله وتذكرناء على سبيل المقارنة» ما قلناه عند تعريف تجربة 
ثنائية» لوجدنا أن التكرارات ال ” لتجربة ثنائية إنها تمثل تماما عينة عشوائية حجمها ” 
من مجتمع القياسات الموافق لمتغير ثنائي نقطي (متغير بيرنويللي) . فثبات قيمة م من 
تكرار إلى أخر يلخص شرط ثبات ظروف التجربة» وأننا نكرر التجربة نفسها مرة بعد 
أخرى » وهو الشرط الأول من شرطي عشوائية العينة» أما استقلال التكرارات بعضها 
عن بعض فيستكمل الشرط الثاني المطلوب . وسنستخدم هذه الملاحظة المهمة للوصول 
إلى طريقة حسابات تقريبية» إلا أنها سهلة ومفيدة» في الفصل القادم . وتسمى «طريقة 
تقريب التوزيع الثنائي بالتوزيع الطبيعي» . 


عند سحب عينة عشوائية من مجتمع منته (يتضمن عددا محدودا من العناصر)› 
إذا سحبنا العنصر وسجلنا نتيجة السحب ثم أعدنا العنصر إلى المجتمع قبل سحب 
عنصر آخره "سميت المعاينة «معاينة مع الإعادة». أما إذا احتفظنا بالعنصر المسحوب 
وقمنا بالسحب التالي من العناصر الباقية في المجتمع» أي لم نقم بإعادة العنصر 
لجرب إل a‏ سميت المعاينة «معايئة بدون إعادة» . وإذا تضمن المجتمع ١‏ 
عنصراء مثلاء فسيبقى فسيبقى المجتمع على حاله» بدون تغييں في الحالة الأولى» إذ يجري » 
على الدوام» سحب عنصر من بين ١‏ عنصراء هي مجمل عناصر المجتمع. ومن 
الواضح أن نتيجة كل سحب ستكون مستقلة عن نتيجة أي سحب آخر. وعند سحب 
عينة حجمها ” تكون عمليات السحب ال تكرارات مستقلة للتجربة نفسها نفسهاء مما 
يتفق تماما مع شروط التوزيع الثنائي . أما إذا كانت المعاينة بدون إعادة فإن نتيجة كل 
سحب ستتأئر بنتائج جميع عمليات السحب السابقة . ولا تشكل عمليات السحب ال 
:: تكرارات مستقلة بعضها عن بعض » ولا ينطبق عليها بالتالي التوزيع الثنائي . وإذا 
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كان الأثر زهيداء ” صغيرة جدا بالنسبة ل۸ أي إذا كان الحيدان عن شروط التوزيع 
الثنائي في -حدود طفيفة › فيمكن تطبيق التوزيع الثنائي كتقريب جيد. وفيا عدا ذلك 
لابد لنا من التفكير في توزيع يتلاءم وشروط المعاينة . وسنجد أن التوزيع فوق ال هندسي 
هو التوزيع الملائم لمعاينة بدون إعادة فما هو التوزيع فوق الهندسي » وما هي الحالات 
التي نلجأ فيها إل هذا التوزيع؟ 


لنفرض أن مجتمعا يتضمن ۸ عنصرا من بينها 00 عنصرا يتصف بصفة معينةء ۸ 
مثلاء والعناصر الباقية وعددها ر۸ - /ر لا تتصف بالصفة 4. إذا سحبنا من هذا 
المجتمع» وبدون إعادةء عينة عشوائية حجمها ١‏ وعرفنا المتغير العشوائي × بأنه عدد 
عناصر العينة التي تتصف بالصفة ۸. فالتوزيع الاحتمالي ل يسمى التوزيع فوق 
ا هندسي . وللوصول إلى صيغة هذا التوزيع ۵)/» علينا أولا تحديد القيم الممكنة ل × 
ثم الاجابة على السؤال التالي : 


ما احتمال أن يكون × مساويا لقيمة ما»» حيث ترمز ×لأي قيمة من القيم 

الممكنة. أي ما هو احتمال الحادثة× = ×» ونكتب : 
ود f(0 = P(X=‏ 
ومن الواضح أن القيم الممكنة لا هي : 
2,...,min (N1, 72‏ ,0,1 

حيث يعنى الرمز (7 ,۸) ”ن أصغر العددين ١‏ ,۸. فالقيمة × لا يمكن أن 
تتجاوز” باعتبارها تمثل جزءا من العينة» ولا يمكنهاء على الوجه الآخر أن تتجاوز:؛ 
لأن العينة» وهي جزء من المجتمع › لا يمكن أن تتضمن من عناصر الصفة 4 أكثر مما 
في المجتمع من هذه العناصر. 


ولحساب (ت)]» نتذكر أن التجربة هي سحب عينة عشوائية بدون إعادة حجمها 
” من المجتمع الموصوف أعلاه» ثم تسجيل × عدد العناصر في هذه العينة التي تتصف 
بالصفة 4. وفضاء العينة هو مجموعة النتائج الممكنة» أي مجموعة كل العينات الممكنة 
وعددها [ يي ). وبا أن العينة عشوائية فلكل منها الاحتمال نفسه وهو( ) / 1 . أي 


0 الإحصاء والاحتال 


أننا هنا في حالة نموذج الاحتمالات المتساوية. ويكون احتمال الحادثة× = × هو عدد 
الحالات الملائمة» . أي عدد العينات التي تتضمن ×من عناصر الصفة 4 » مقسوما 
على عدد الحالات الممكنة وو( ) . ولكن عدد الحالات الملائمة هو عدد إمكانات 


اختیار × من ۸1 و× -۸ منN ۰۸N-‏ آي( ج ) وهكذا نجد: 
XxX "n~ XxX‏ 


ا 
BD -‏ ,لل ) min‏ , ...2 ,1 ,0 عي , ب (x)=‏ 
n‏ 


وهي صيغة التوزيع فوق الهندسي . 


ويمكن البرهان على أن متوسط هذا التوزيع : 
N‏ 
E(X)= 1‏ 


أي :7 مضروبا بنسبة تواجد عناصر الصفة 4 في المجتمع . كا يمكن ١‏ لبرهان على 
أن تباين التوزيع 20) 17 هو: 


N N 
N- n 1 1 
I م ا‎ 





مثال(54-١١)‏ 
خضع اثنا عشر مريضا بالتهاب القصبات إلى تجربة طبية فاختير ستة منهم 
بصورة عشوائية وأعطوا المعالجة 4 بين| أعطي الباقون المعالجة 8. بكم طريقة يمكن توزيع 
الاثني عشر مريضا على المعالحتين؟ وإذا كان أربعة من المرضى يعانون من ارتفاع ضغط 

الدم والآخرون طبيعيون بالنسبة لمعدل ضغط الدم» فا احتمالات : 

أ أن يخضع ذوو الضغط المرتفع جميعهم للمعالجة ۸؟ 

ب أن يخضع ذوو الضغط المرتفع جميعهم للمعالجة e‏ 1 
ج أن يوجد واحد على الأقل من ذوي الضغط المرتفع في كل معالجة؟ 


كبر ٍ. 
عدد إمكانات توزيع المرضى على المعالجتين ا لأن اختيار 6 وتخصيصهم 
للمعالجة 4 يعني بطبيعة الحال تخصيص الستة الباقين للمعاحة 8. 


12 12! _ 12.11.10.9.8.7 _ 
(= O OI 


أ لدينا هنا 12 = ۸ 4 = اء 8 = ۸1 - N‏ 6 = وليكن × عدد المصابين بالضغط 


0,1,2۰ ر کو = ور 


6 
والمطلوب في أ هو احتمال 4 = و هو 4)/. وهكذا نكتب : 


08 

4 [2 

P(X=4) = = 
6 


ب السؤال هنا يعني أن يكون 4 =× جميع ذوي الضغط المرتفع خاضعون للمعالجة 4 
أو 0 -د» جميع ذوي الضغط المرتفع خاضعون للمعالجة8. وهكذا نكتب : 


(4) ۶ + (0) ۶ = (4 = بر )م + (0= × ٥)‏ = (ھ أو 4 برعم 


8 0 6 _ 2 
8 O 32 
6 


ج_ هذه الحادثة هي الحادثة المتممة للحادثة المذكورة في ب واحتاها يساوي 


أو إذا حسينا المطلوب بصورة مباشرة نجده : 
= (3)/ + (2)/ + (1)/ = (1 أو 2أوة3)م 


)١7؟-‎ ٤( مغال‎ 

عجنة تتضمن 3 عناصر من النوع أ و 5 عناصر من النوع ب . سحبنا عينة عشوائية” من 
أربعة عناصر من هذه العجنة . ليكن × عدد العناصر في العينة من النوع أ. 

١‏ _اكتب صيغة التوزيع الاحتمالي ل » وجدولا يتضمن كل قيمة من القيم الممكنة 
ل × والاحتمال المقابل لها . 

۲ - احسب ( ×) £ و ( ×) ۷ باستخدام الجدول (أي بتطبيق التعريف مباشرة) . ثم 
باستخدام الصيغتين المعطاتين لمتوسط التوزيع وتباينه وقارن النتيجتين . 

۳ إذا كان عمر كل عنصر من النوع أ سنتين» وعمر كل عنضر من النوع ب حمس 
سنوات » ف| هي القيمة المتوقعة لعمر العينة؟ وما هو تباين عمر العينة؟ 


الحل 

١‏ -يتضمن المجتمع ثانية عناصرء أي 8 =۷ منها 3 = ۸ عناصر من النوع أ. إذا 
سحبنا عينة عشوائية من أربعة عناصرء 4 = «n‏ فيكون التوزيع الاحتالي لا هو 
بوضوح» التوزيع فوق الهندسي , 





# عبارة اسحبنا عينة عشوائية» ستعنى دائ معاينة بدون إعادة ما لم يُذكر غير ذلك . 
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۲-باستخدام الجدول: 
ا 6 6 1 95 
EO SOR E ER TON 3‏ 
5 1 ر2 6 ر2 6 ر2 2021م 
لخ دير 2-3 2 + E(X ) =0 ET +1 X4‏ 
15 _ 156-126 _ 9 39 2 
ص د د كاد كك = [وعر)م ]- ) V(x) = E(X‏ 
(xX )-[E(X)] e 7 2‏ 00 








لنجد : 
E 321225‏ 
E(X)= 7 4x8 8 9‏ 
N~ 7 N; N,‏ _ 
ا V(X)= N-1‏ 
[3- يدو فحق ‏ 
8 8 8-1 
5 
28 8 8 0207 
وهو بالضبط ما وجدناه بالاستخدام المباشر للتعاريف ١‏ 
X+ 5)4 - X) = 20 - 3X‏ 2 لز 
والمطلوب (۲) ۴و (۲) ۷. ولكن نعلم من خواص التوقع وخواص التباين 
أن : 
E(Y)= E )20- 3X) = 20-3E(X)‏ 
ے ے ووو د 
5 ×3 0 = 


وى E‏ = 39 - 
22 = كد ياو = ( ×) 1و = ( ×3 V)20-‏ - (2ا )ا 


ع٠"‏ الإحصاء والاحتهال 
٤(‏ -4) توريع بز متوسط عينة من مجتمع منته 


نحتاج في عمليات الاستقراء الإحصائي »؛ أشد ما نحتاج» إلى التوزيعات 
الاحتمالية لخصائص العينة . ما كان منها مقياسا للنزعة المركزية» أو ما كان منها مقياسا 
للتشتت . وفي الطليعة منها جميعا نجد متوسط العينة × . 


لنفترض أن لدينا مجتمعا منتهيا فيه ۸ عنصرا. إذا سحبنا من هذا المجتمع عينة 
عشوائية حجمها” » ورمزنا لمتوسطها ب × . فاذا نقصد بتوزيع جر ؟ التوزيع الاحتمالي 
هوء عملياء وصف وتحديد لبنية مجتمع القياسات الموافق لمتغير عشوائي » والمتغير 
العشوائي » كا نعلم» ينبغي أن يكون معرفا على فضاء عينة» وفضاء العينة هو مجموعة 
النتائج الممكنة لتجربة» فأين التجربة هنا وما فضاء العيئة؟ من الواضح أن التجربة 
هي سحب عينة عشوائية حجمها :”من مجتمع يتضمن ١‏ عنصراء وبالتالي ليس فضاء 
العينة هنا إلا مجموعة كل العينات التى يمكن الحصول عليها. ويجدر الانتباه إذا إلى أن 
هنا بوخد ف الامخبان ن عت راخدا شد اها زجنا مترسطهنا ر كل 
العينات التي كان يمكن أن نحصل عليها لو أننا كررنا تجربة السحب مرة بعد أخرى . 
وهنا نضع اليد من جديد على الطبيعة التكرارية للمسألة الاحتالية والمسألة الاحصائية . 
صحيح أننا نعتمد على المعلومات التي تقدمها العينة للقيام باستقراء حول المجتمع 
الذي جاءت منه. ولكننا لا نعتمد على هذه المعلومات كقطعة معزولة قائمة بذاتها» 
وإنما نعتمد عليهاء في سياق شريط متكامل» أو جزء من صورة متكاملة» تتضمن 
العينة التي بين أيدينا وغيرها من العينات التي كنا سنحصل عليها لو أننا كررنا أخذ 
عينة ثانية وثالثة وهلمجرا. والتوزيع الاحتالي للعينة أو» على وجه التحديد» لخاصة 
من خصائصهاء ولنقل جر مثلاء هو الذي يقدم وصفا لمحتويات تلك الصورة 
المتكاملة . فمثلاء ما احتمال أن تكون قيمة ‏ أكبر من عدد معين؟ أو بعبارة عملية» 
ما نسبة العينات التي يزيد متوسطها على عدد معين؟ وذلك من بين كل العينات 
الممكنة؟ ومن خلال التوزيع الاحتمالي لز يمكننا الإجابة على أسئلة كهذه» كا 
يمكنناء بصورة عامة» الحكم بأن العينة التي حصلنا عليها هي» مثلا من النوع غير 
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المحتمل» أو من النوع المحتمل » الأمر الذي ساعدنا عند مناقشة مسألة اختبار فرضية 
عل اتخاذ موقف إحصائى من الفرضية » وكان له الدور الأساسى ٤‏ بلورة مثل ذلك 
الموقف . 


وللوصول إلى التوزيع الاحتمالي للمتغير العشوائي جر نحسب قيمته عند كل 
نقطة عينة أي لكل عينة من العينات ال | ب /الممكنة . ويكون الاحتمال الموافق لكل من 
القيم المختلفة ل ير هو 7 مغرب و ی ف ليور درف 
القيمة . . وسنوضح الطريقة بمثال . 


)١- ٤( مثال‎ 

لدينا المجتمع من الأرقام 6 كتب التوزيع الاحتالي ل × متوسط عينة 
حجمها2 نسحبها عشوائيا من هذا المجتمع . وارسم المدرج الاحتمالي لهذا التوزيع . 
لحل 

عدد نقاط العينة» أي عدد كل العينات الممكنة هو 15 - والاحتال 
الموافق لكل منها هو 1/15. وذلك وفقا لتعريف العينة العشوائية . والجدول ٤(‏ -5) يبين 
العينات المختلفة الممكنة والاحتمال الموافق لكل منهاء والقيمة التي يأخذها المتغير 
العشوائي نر في كل نقطة عينة» أي قيمة المتوسط الحسابي للعينة . 


ومن هذا الجدول يمكننا بسهولة وضع جدول التوزيع الاحتمالي المطلوب» وهو 
يتضمن القيم المختلفة ل × والاحتمال الموافق لكل منها. ونلاحظ أن القيم المختلفة 
ل × هى 
۰ 5 ,5 ,4.5 ,4 ,3.5 ,3 ,2.5 ,2 ,1.5 
والاحتال الموافق ل 2.5 مثلاء هو 1/15 مضروبا بعدد المرات التى تكرر فيها 
ظهور 2.5 كمتوسط أي ۰ 
2 


د = 2× لد = (5 2)/ = )2.5= P(X‏ 


م الإحصاء والاحتمال 


(انظر الحدول ٤‏ -7) . 


جدول ٤(‏ - ۷) التوزيع الاحتمالي ل × 
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م ې اص د اس س ادح ې ت 
U‏ © سم © U O U‏ اح U‏ 


شكل (؛ - ه): المدرج الاحتمالي لتوزيع × في المثال )٠١ - ٤(‏ 
جدول (5-5) 


1.2 





لاحظ أن المدرج الاحتمالي لتوزيع ر متناظر تماما في هذا المثال. وهو مقبب في الوسط 
ويتناقص تدريجيا على اليمين وعلى اليسار. 


(1-4-1) خواص » × » متوسط عينة عشوائية حجمها «مأخوذة من مجتمع حجمه ١‏ 
لنرمز بر (ميو) لمتوسط المجتمع » وب2© (سيجا مربع) لتباين المجتمع . أي : 


N 
2#; N 0 | 
ديم‎ I, کا لط - 2م‎ e ا “مر‎ 


N N 





i=] 


فيمكن البرهان على الخواص التالية : 

١-_القيمة‏ المتوقعة ل × تساوي تماما متوسط المجتمع أي : 
E(X )= u‏ 

تباین × ولنرمز له ب 6 معطى بالعلاقة التالية : 


2 N— n o2 


£ N-1 #2 





لاحظ أن تباين × الذي يعبر عن تغير قيمة × من عينة لأخرى أصغر بكثير 
من تباين المجتمع . ففي الطرف الايمن من عبارة (1 )۷ لحبد تابن ال 
مقسوما على حجم العينة ٠”‏ وفوق ذلك أخذنا جزءا من 0 74 0 أصغر من 
الواحد . ويكفي أن ننظر إلى المثال (4 )١١-‏ السابق لنجد أن قيم المجتمع تختلف عن 
بعضها بمقدار الواحد الصحيح ولكن متوسطات عينات حجمها 2 مأخوذة من هذا 


و ا حدر عدر E‏ وال إلى SE‏ للختي ل و 
مج 3# لل ع.ه 9 و ع نته» فرسة ٠‏ الوا 
النسبة a‏ > وتسمى عامل التصحيح في مجتمع منته» قريبة جدا من الواحد 
ويصبح تباين متوسط العينة مساويا تقريبا لتباين المجتمع مقسوما على حجم العينة 7. 
وتتضح هنا نقطتان مهمتان : 





۳۰۸ الإحصاء والاحتهال 


)١(‏ يمكن التحكم بتباين ر وجعله صغيرا من خلال زيادة حجم العينة ”. أي 
أن حجم العينة :: يشكل صمام أمان تجدر الاستفادة منه للوصول إلى قرارات وتنبؤات 
إحصائية جيدة. إلا أن مقدرتنا على استخدام صمام الأمان هذا منوطة بالاستعداد لبذل 
كافة الجهود والنفقات التي يتطلبها أحذ عينة أو يتطلبها القيام بتجربة إحصائية . 
والمسألة هنا تصبح مسألة اقتصادية إذ نريد» لقاء نفقة معينة» الوصول إلى قرارات أو 
تنبؤات سليمة» حول خصائص مجتمع» استنادا إلى عينة نأخذها من هذا المجتمع . 
وتهدف نظرية الاحصاء إلى تقديم طرق كفؤة» تسمح لنا القيام باستقراءات جيدة» من 
خلال عينات صغيرة نسبيا . 


)١(‏ كلما كان المجتمع المدروس أقل تجانسا (تباينه 62 كبير) اضطررنا إلى زيادة 
حجم العينة حتى نحافظ على حدمرض لسلامة وجودة القرار أو التنبؤ الاحصائي . 


مثال(5 ٤‏ ۱) 
في الخال ٤(‏ ۱۳) احسب متوسط المجتمع ١‏ وتباينه2ت. ثم احسب ( ×):/ 
V(X)g‏ وتحقق من صحة العللاقات المذكورة كخواص للمتوسط ' 


امحل 
متوسط المجتمع : 


1 1 ` 1+2+3+4+ 5+6 _ 


ET 6 53 





تباين المجتمع : 


0 5 8 1 1 1 _ 
)م‎ )= DF ١ [(#)=1.5% و7‎ + 2X 35 + ...+ 55X75 > 3.5 = u 


V(X) = ECF J - {ECF J) 


5 E ے21 ا‎ 
E(X = 27 كا 2+ 75× 5- ( *#)/ل‎ 75 + ...+ 5 Xx 75 - 137 
x 


V(X ) = 13. 417 - 12.25 = 7 


ومن جهة أخرى نجد بتطبيق العلاقة : 


وهي النتيجة نفسها التي وجدناها باستخدام التوزيع ( #)/ وتعريف التباين . 
تمارين (-6) 


)١‏ حظيرة فيها 11 حيوانا منها سبع إناث وأربعة ذكور. اخترنا أربعة حيوانات من 
الحظيرة عشوائيا . ما احتمالات أن تتضمن : 
ا ثلاثة ذكور؟ 
ب - حيوانا واحدا على الأقل من كل جنس؟ 


۲) نريد اختيار 5 عدائين من بين 10 عدائين ليشكلوا مجموعة أولى ‏ ويشكل الباقون 
مجموعة 8 بكم طريقة يمكن القيام بذلك؟ إذا تضمن العداؤون العشرة ثلاثة 
سعوديين فا احتمالات أن يكون : 
| -كل العدائين السعوديين في المجموعة ۸؟ 


۳1۰ الإحصاء والاحتمال 


ب_كل العدائين السعوديين في المجموعة نفسها؟ 


۳) من صندوق يتضمن 7 قطع معيبة و8 قطع مقبولة › سحبنا عينة عشوائية من هس 
قطع» ما احتمال أن تتضمن العينة : 


| -قطعة مقبولة واحدة على الأقل؟ 

ب قطعا من النوعين؟ 

ج إذا كانت قيمة كل قطعة مقبولة 15 ريالا وكانت كل قطعة معيبة تسبب 
خسارة 5 ريالات» فما هى القيمة المتوقعة للعينة؟ وما هو الانحراف المعياري 
للمتغير الذي يعبر عن قيمة العيئة؟ 

د -_أعد حل السؤالين )١(‏ و(ب) بفرض أن السحب مع الإعادة . 


)٤‏ من صندوق يتضمن 7 مقاومات ومقاومة كل منها أوم واحد» وثلاث مقاومات» 
مقاومة كل منها 4 أوم . اخترنا عشوائيا 4 مقاومات ووصلناها على التسلسل 
لتشكيل وحدة 4» وكذلك وصلنا المقاومات الباقية على التسلسل لتشكيل 
وحدة 8. والمقاومة الكلية لوحدة تساوي مجموع مقاوماتها. ما احتالات: 
| -أن تتضمن كل وحدة مقاومة واحدة على الأقل من نوع ال 4 أوم؟ 

ب المقاومة الكلية للوحدة 8 تتجاوز المقاومة الكلية للوحدة ؟ 
جما المقاومة الكلية المتوقعة لكل من الوحدتين 2 » 8؟ 


ه) عدد الأسماك 7 في حوض للأسماك مقدار غير معروف . اصطدنا عشرين سمكة 
من الحوض ووضعنا على كل منها علامة مميزة ثم أعدناها إلى الحوض . ثم عدنا 
فاصطدنا 25 سمكة ووجدنا أنها تتضمن 3 سمكات معلمة. عبر بدلالةN‏ عن 
احت ال هذه الحادثةء ولنرمز لهذا الاحتمال ب ب۶ . ويعتبر تقديرا جيدا ذ۸ تلك 
القيمة التي تجعل ,۶ أكبر ما يمكن . وبملاحظة أن : 

Py _ N -45N +500 


P y-1 N? - 42N 


نجد أن ر_ببط > ر۶ إذاء وفقط إذاء كان 500/3 < × . ما هو تقديرك لعدد 


الأساك في الحوض؟ 


1) خذ عينة حجمها 4 من المجتمع المذكور في ا مال )٠١  ٤(‏ واكتب توزيع × » ثم 
احسب (8)3و ( ۴ )⁄. ما أثر زيادة حجم العينة على تباين + وعلى شكل المدرج 
الاحتالي لتوزيع 0 


۷) من بين 15 متقدما لوظيفة ماء تسعة منهم يحملون درجة جامعية . اختير متقدمان 
عشوائيا لإجراء مقابلة . أوجد احتمال أن : 
| -أحدهم يحمل درجة جامعية والآخر لا يحمل درجة جامعية . 
ب - ليس بينهم| من يحمل درجة جامعية . 
ج_ كلاهما يحمل درجة جامعية . 


۸) لدی سكرتير 9 رسائل وعليه أن يرسل ثلاثا منها محددة بالبريد المسجل والباقي 
بالبريد العادي . اختلط عليه الأمر فاختار عشوائيا 3 رسائل ووضع عليها طوابع 
البريد المسجل . ما هو احتمال : 
| -أن اختيارهلم يكن صحيحا تماماء 
ب أن اختياره كان صحيحا . 


9) بالاشارة إلى التمرين ١7‏ من مجموعة التمارين )١- ١(‏ » لنعتبر أن القياسات 
الخمسائة تشكل مجتمعا من قياسات معدل الكولسترول في الدم . ولنسجل 
الأعداد الخمساثئة (إذا أمكن)» أو ما يشير إليهاء على قطع صغيرة من الورق» 
ولنختر عشوائيا عينة حجمها عشرة باختيارنا عشوائيا لعشرة أوراق (مع الاعادة) . 
لنكرر تجربة سحب العينة هذه مائة مرة ولنحسب المتوسطات الائة هذه العينات 
ونرسم لها مدرج تكران نسی سستيخدمين حدود الفئات نفسها . قارن الآن مدرج 
التكرار النسبي الحاصل مع المدرج الخاص بالمجتمع المطلوب في الجزء ج من 
التمرين ١1‏ من مجموعة التمارين .)١- ١(‏ هل تجده أقرب إلى مدرج المجتمع من 


۳1۲ الإحصاء والاحتال 


المدرجات المطلوبة في الجزء ب من التمرين ٠١‏ . احسب متوسط البيان الاحصائي 
من مائة متوسط وتباينه وقارنه) مع متوسط المجتمع وتيايئه . ماذا تستنتج؟ (من 
المفضل أن يتعاون الفصل بكامله في حل هذا التمرين) . 


الفصل الخامس 


التوزيع الطلسيعى 


ةمدقم)١-(‎ 


رأينافي الفقرة (77- 06 ) أن المتغيرات العشوائية المستمرة تولد فضاء عينة 
مستمراء بمعنى أن نقاطه تكون متراصة بعضها إلى بعض كنقاط محور موجه. 
وبالتالي فإنهاء بالإضافة إلى كونها لا نهائية في عددهاء غير قابلة للعد. وكأمثلة 
تقليدية على متغيرات عشوائية مستمرة» نذكر أطوال البشر وأوزانهم » وأخطاء القياس 
في تجربة مخبرية» وعمر مصباح كهربائي» إلخ. كا رأينا في تلك الفقرة أنه للحصول 
على نموذج احتالي لمتغير عشوائي مستمرء × » نبدأ باختيار منحن مستمر يمثل ما 
سميناه بدالة الكثافة الاحتمالية» وأن مثل هذه الدالة» ولترمز لها ب () /ر » يجب 
أن تحقق شرطين : 


› × دعر مهما يكن‎ < 0-١ 
. -المساحة تحت 60 / تساوي الواحد تماما‎ "١ 


وعندئذ يكون احتمال أي حادثة عددية مثل 6 > × > ۾» حيث# ٠2‏ 
عددان محددان» هوالمساحة تحت منحنى الكثافة فوق الفترة (ط ,») من محور 
السينات . وكنتيجة لذلك نجد أن احتهال أن يفترض المتغير × قيمة معينة» © مثلاء أي 
(ه = 6) م » هو المساحة تحت المنحنى فوق النقطة ۾ ؛ وهي صفر. وهكذا فإن مثل 


۳۳ 


هذا الحل لمشكلة إيجاد نموذج احتمالي لفضاء عينة مستمر يحتم علينا القول إن احتهال 


وبين| تتخذ منحنيات الكثافة أشكالا مختلفة نلاحظ أن عددا كبيرا من المتغيرات 
العشوائية التى نواجهها في حياتنا العامة لها منحنى كثافة» أو منحنى تكرار» له تقريبا 
شكل الحرس› أو كا نعبر عن ذلك إحصائياء له بصورة تقريبية شكل منحني التكرار 
الطبيعي » أو شكل التوزيع الطبيعي . 


وبصورة عامة لنفرض أننا لاحظنا » في مجتمع القياسات لظاهرة معينة» ميلا 
واضحا إلى التناظر والاعتدال» بمعنى أن القياسات المتطرفة التى تمثل فرط زيادة أو فرط 
نقصان» هي قياسات نادرة . ويزداد تكرار ظهور القياس في ذلك المجتمع كلا اقتربت 
قيمة القياس من المتوسط. فالقيمة المتوسطة في المجتمع والقيم المجاورة ها هي 
القياسات الأكثر تواتراء بينا تكون القياسات البعيدة عن المتوسط زيادة أو نقصانا 
نادرة الظهور. وبعبارة أخرى » لنفرض أن الوسطية والاعتدال هي السائدة في جتمع 
القياسات لظاهرة معينة» فعندئذ نقول إن النموذج الاحتمالي المناسب هذه الظاهرة هو 
نموذج «التوزيع الطبيعي». وقد برزت تسمية «الطبيعي» في القرن الثامن عشر في سياق 
نظرية «أخطاء القياسات» عندما وجد أنه في تجربة يسير كل شىء فيها سيرا طبيعيا 
«اله#هه) » ستكون أخطاء القياسات خاضعة للتوزيع الاحتمالي الذي يتخذ منحنى 
الكثافة فيه شكل الجرس (أو شكل منحنى جاوس). وتجدر هنا ملاحظة أنه عندما 
تتوافر كفاءة المجرب ومقدرته على إجراء القياسات بصورة سليمة» وتتوافر إلى جانب 
ذلك سلامة الأجهزة المستخدمة:» وسلامة الظروف التي تتم تحتها التجربة» فإن 
الأخطاء ستتذبذب بصورة قريبة من التناظر بين أخطاء بالزيادة وأخطاء بالنقصان» 
وستكون الأخطاء الفاحشة بالزيادة أو بالنقصان نادرة» بين| تتمركز معظم نتائج 
القياسات حول القيمة الحقيقية» التي تشكل المتوسط» وقريبا منها. وينبغي ألا تمل 
التسمية أي شكل من أشكال خصوصية هذا التوزيع لعلوم الطبيعة» فهو يلعب» في 


التوزيع الطبيعي ۳10 


الواقع» دورا أعم من ذلك بكثير وأوسع » وهو بين التوزيعات الاحتهالية» بمختلف 
أنواعها ومسمياتهاء علم بارز» إليه تستند» بصورة رئيسة» العديد من الطرق 
الإحصائية» وبدونه تضيق الحلبة الواسعة لتطبيقات الإحصاء في الحياة المعاصة . 
وسنجد فيا يسمى «نظرية النهاية المركزية» أن مجموع عدد كبير من المركبات 
العشوائية» هو دائ! متغير عشوائي ينزع» تحت شروط عامة جداء إلى الخضوع 
للتوزيع الطبيعي» وذلك بصرف النظر عن طبائع تلك المركبات العشوائية التي تمثل 
كل منها متغيرا عشوائيا له توزيعه الاحتالي الخاص . وقد رأينا في الفصل الثاني أن 
المعايير الإحصائية المهمة يعبر عنها بدلالة مجموع متغيرات» فمثلاء كات ف 
و (# در #) < (1 -صس)ى كما رأينا في الفصل الرابع أن عدد النجاحات» 
× » في تجربة ثنائية ما هو إلا مجموع عينة حجمها” مأخوذة من مجتمع بيرنوللي . وهذا 
يشير بوضوح إلى الأهمية الخاصة لهذا التوزيع في مباحث الإحصاء . 


(ه - ۲) دالة الكثافة الاحتالية للتوزيع الطبيعي 


55 2 — مه‎ > 24+ oo 
1 -4) 6 ١ 
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وهی دالة منحن له شكل الجرس (انظر الشكل ))١( ١ ١‏ حيث : 
وات يساوي تقريبا 3.1416 ١‏ 
© عدد ثابت يساوي تقريبا 2.7183 » 
لم عدد ثابت يمكن أن يكون أي عدد حقيقي » 
6 عدد ثابت يمكن أن يكون أي عدد حقيقي موجب . 
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)ب(١‎ )1( 


شكل ١ه )١‏ 
والدالة أعلاه لا تحدد منحنيا واحدا بعينه وإن) تحدد الشكل العام لعائلة من المنحنيات . 
إذ كلما حددنا ل م قيمة وله قيمة نحصل على منحن محدد تماما. ولذلك يسمى كل 
من الثابتين يم » 6 معلمة . 
ويمكن البرهان على أن المعلمة درتمثل متوسط التوزيع الاحتالي » أي ير = 20) تر 
وأن المعلمة» تمثل الانحراف المعياري للتوزيع الاحتالي » أيه = ۷)0 . وللمنحنيات 
الطبيعية المختلفة متوسطات مختلفة» وانحرافات معيارية مختلفة» إلا أن المتوسط هر 
والانحراف المعياري ٠‏ لمنحن طبيعي معين محددان تام التحديد وثابتان. وهكذا نجد 
أن تحديد قيمة ل س وقيمة له يحدد تماما منحنياء وعلى العكس كل منحن من عائلة 
المنحنيات الطبيعية (منحنيات جاوس أو المنحنيات على شكل جرس) تحدد تماما قيمة 
لد وقيمة ل » . وهذا يلقي بعض الضوء على سبب تسمية لا و ت مُعلمات. ويبرهن 
في الحساب التكاملي أن المساحة تحت المنحنى 
2 
ا 
يساوي ج2 “ردى تاما. وبالتالي فإن المساحة تحت المنحنى الطبيعي ۵)/ ١‏ کا 
عرفناه أعلاه تساوي الواحد تماما . 


ونلاحظ أن المنحني متناظر حول المستقيم دم = × الموازي للمحور الرأسي . لأن 
الدالة /تأخذ القيمة نفسها في نقطتين متناظرتين بالنسبة إلى النقطة هم =× » فلو حسبناء 
مثلاء © + ) / و © - د /لوجدنا: 


التوزيع الطبيعي ۳1۷ 














1 قنش ]د‎ | 1 6 
2 0 O 
+ 2( = e = € 
عير ) ل‎ + a) PEYE EG وس‎ 
2 2 
دير‎ a- u 1 
/ ) حير‎ a) = 1 اي‎ 9 1 = 1 e و0‎ 
Go N 27 O 2 


فالنقطة بر = × على المحور الأققي هي النقطة التي يتمركز عندها 
التوزيع هر = 09) ) » وينتشر على جانبيها بصورة متناظرة . 


ومن دراستك السابقة للدالة الرأسية“© » مثلاء تذكر أنه إذا كان الأس ؛ موجبا 
دوماء كا هو الحال في الدالة 9ت)ر هنا حك د ير ٠‏ فإن أكبر قيمة ل6 
تساوي الوا-حد» وهي القيمة الموافقة ل 0 - » (في مثالنا در =× ) . وتتناقص قيمة © 
مع تزايد؛ وتنتهي إلى الصفر (أي تتقارب إلى المحور الأفقي) عندما تزداد؛ إلى اللاهاية . 
وهكذا فإن دالة الكثافة )تبلغ نهايتها العظمى عند =× وتكون قيمتها عندئذ : 


2 3 
0م 1 2 رغية) 2 1 
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وللمنحنى 0)/ نقطتا إنقلاب عند ت + ير =× وه - ى = ×(أنظر الشكل ١-١‏ 
()). لنتصور في الشكل ١‏ ١(آ)‏ أن المنحنى عبارة عن سلك رفيع وشديد المرونة . فإذا 
ضغطنا على القمة سينتشر السلك انتشارا أوسع على جانبي در » أي يأخذ شكلا أكثر 
انبساطا باعتبار أن المساحة تحت السلك يجب أن تبقى دائ| ثابتة ومساوية للواحد. 
وإذا رفعنا القمة إلى أعلى فسيقل انبساط المنحنى ويتضاءل انتشاره على جانبي در . 
ونرى في الشكل 5 ١(ب)‏ تمثيلا يوضح الفكرة. وقد استخدم الرمز (© ,)۷ للدلالة 
على توزيع طبيعي بمتوسط /ا وتباين ۶ وهكذا يعني | 1 ,۸)1 توزيعا طبيعيا متوسطه 
1 - هر وتباينه له = 62 » وللمنحنيات الثلاثة في الشكلّ (0 )١-‏ ب المتوسط نفسه وهو 
1 . وعندما ارتفعت قمة المنحنى (1 ,1) ۸ تضاءل انتشاره على جانبي المتوسط 1 = نر 


وبالتالي قل © من 1 إلى 7 > وعلى العكس عندما انخفضت قمة المنحنى » اتسع 


۳1۸ الإحصاء والاحتمال 


انتشاره على جانبي نر وازداد تباينه من 1 إلى 4 . ولو عدن إلى قيمة ()/ العظمى 
وو سلب =( )/ لتبين لنا أن القيم الصغيرة ل تعني قمة مرتفعة» أي 
توزيعا أقل انتشارا حول متوسطه» وأن القيم الكبيرة ل تعني قمة منخفضة» أي 
توزيعا أكثر انتشارا على جانبي المتوسط . ولا كان التباين» كا نعلم من الفصلين الثاني 
والرابع » مقياسا لمدى انتشار التوزيع على جانبي المتوسط » فإن هذه الملاحظة توضح أن 
© يمثل تباين التوزيع الأمر الذي ذكرناه منذ قليل كنتيجة يمكن إثباتها رياضيا 
باستخدام الحساب التكاملي وبطرق تعتبر فوق مستوى هذا الكتاب . 


ومن بين أسرة المنحنيات الطبيعية : 
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6ه + > ى <0 


سنختار منحنيا خاصا هو ذلك المنحنى الذي يكون متوسطه 0 = مم وانحرافه 
المعياري 1 - ٠‏ . وتمييزا لهذا المنحنى» الذي سيلعب دورا هاما في تطبيقات التوزيع 
الطبيعي سنطلق عليه اسم المنحنى الطبيعي المعياري . وإذا استخدمنا الحرف 2 
للمتغير الطبيعي المعياري فستصبح معادلة المنحنى أعلاه بعد وضع 0 -هر» 1 - » على 
الشكل 
Z< +00.‏ > مسا ; 2 1 /)Z2)(=‏ 
Sy :‏ 


ونجد في الشكل  0(‏ 1) الرسم البياني هذا المنحنى . وتجدر ملاحظة أنه متناظر 
بالنسبة إلى المحور الرأسى . وما دامت المساحة تحت المنحنى بكامله من ٠‏ - =2 إلى 
مه + = 2 هي الواحد تماما فالمساحة على اليمين من 0 = 2 تساوي المساحة على اليسار 
من 0 -2 وكل منهما تساوي النصف . 





التوزيع الطبيعي ۳۱۹ 





3 2 1 0 1 2- 3- 
شكل ١(‏ -۲) المنحنى الطبيعي المعياري 
تمارين )١-5(‏ 
أ المتوسط يساوي 3 » والتباين يساوي 4 . 
ب -المتوسط يساوي 0 3 والتباين يساوي 5 . 
ج_المتوسط يساوي 2-» والتباين يساوي 1 . 
د -المتوسط يساوي 6- » والتباين يساوي 10 . 
حدد في كل حالة أين تقع قمة المنحنى وحاول أن تخطط رسا تقريبيا له . 


۲) متغير عشوائى ‏ دالة كثافته الاحتالية : 





6 , —=oo< X< too. 
3V 2r 
ما متوسطه و انحرافه المعياري؟‎ 


۳) متغير عشوائى × دالة كثافته الاحتالية : 


0 الإحصاء والاحتمال 


_ “عع‎ 
f/(x)=ce 6 ; ~o > X< +0. 


ماقيمةء ؟ 


_٠١( .‏ ۳) المساحات تحت منحنى الكثافة | 
محی Ea‏ 


ذكرنا أن معادلة منحنى الكثافة الطبيعي » كا وردت في مستهل الفقرة السابقة» 
لا تمثل منحنيا واحداء بل عائلة من المنحنيات لا حصر ولا عد لأعضائها. ووضع 
جدول للمساحات خاص بكل منها أمر غير مكن . وسنجد الآن أنه يمكن وضع 
جدول واحد كاف لحساب المساحات تحت أي منحنى كثافة طبيعي . وأسهل طريقة 
لتحقيق ذلك هي أن نحسب المساحات الواقعة ضمن عدد محدد من الانحرافات 
المعيارية على جانبي المتوسط . وبا أن المنحنى متناظر يمكن التبسيط بإقامة جدول 
للمساحات تحت المنحنى بين لم والنقاط × الواقعة على اليمين من د . وإذا فرضنا نقطة 
× أكبر من در فإن المسافة بين و دم هي دم - × » وإذاعبرنا عنها بدلالة الانحراف 
المعياري» » ولنفرض أنها تساوي 2 مرة الانحراف المعياري 6 » فيمكننا أن نكتب 
26 = يم -× » وإذا قسنا المسافات على حور الفواصل بوحدة قياس تساوي ٩‏ (وعندها 
يكون 1 = »© حكا) فإن قيمة المسافة در - × مقيسة بالوحدة الجديدة تصبح 2 أي 


تساوي = . وهكذا نكتب المتغير الحديد 2 بدلالة المتغير × على الشكل : 
X- u‏ 








Z= 
ر‎ 
ونلاحظ أنه يوافق كل قيمة ل قيمة واحدة ل2 والعكس بالعكس . وأن 2 ليس‎ 
: إلا القيمة المعيارية ل . وفي الواقع » لو حسبنا (2) غو (۷)2 لوجدنا‎ 
E(Z)= ام‎ (X-— pu ل‎ E(X-pu (= لل‎ ] E (- [س‎ = 0 


V(x) =‏ د =( - × )ءا 2 


أي أن للمتغير 2 متوسطا يساوي الصفر وانحرافا معياريا يساوي الواحد» 
ويمكن البرهان على أن التوزيع الاحتمالي ل2 هو التوزيع الطبيعي. وبذلك يكون 


التوزيع الطبيعي م 


منحنى الكثافة الموافق ل2 عضوا في أسرة المنحنيات الطبيعية» وبالذات ذلك 
العضو المقابل ل0 - ,رو 1 - 6 . وهو بالضبط منحنى الكثافة المذكور في ختام الفقرة 
(5-0): 

ر 
A2‏ ` 


ويقدم جدول التوزيع الطبيعي في الملحق» المساحات تحت هذا المنحنى إلى 
اليسار من نقطة معينة؛ = 2 1 ونقصد المساحة المظللة في الشكل (0 -7) . 


1 
مه + > تر =oo<‏ ; 2 م 








شكل (0-”) دالة التوزيع المتجمع للمتغير الطبيعي المعياري 2 


وبالعودة إلى جدول التوزيع الطبيعي المشار إليه في الملحق» نلاحظ أن قيم 2 في 
الجدول تبدأ من الصفر بفاصل قدره 0.01 بين كل قيمة والقيمة التي تليها. وهكذا 
تكون كل قيمة ل2 معطاة برقمين عشريين . ويتضمن العمود الأول قي ل2 بفاصل 
يساوي 0.1 من قيمة إلى القيمة التي تليها. وتشكل هذه القيم عناوين لسطور الجدول» 
إذ نبدأ بالسطر 0يليه السطر 0.1 » فالسطر 0.2 » وهكذا حتى نصل إلى السطر 3.4 . أما 
المنزلة العشرية الثانية من قيمة 2 فهى معطاة في السطر الأفقى الأول من الجدول » 
وکل غناو ين دة الخدرل» باقن الحمود الثان س العحود الب وكا 


YY‏ الإحصاء والاحتال 


نجد العمود 0 يليه العمود 0.01 » يليه العمود 0.02 » وهكذا حتى نصل إلى العمود 
9 وهو العمود الأخير. وكل عدد في صلب الحدول» وهو ملتقى سطر مع عمود» 
يمثل المساحة تحت منحنى الكثافة المعياري وإلى اليسار من قيمة 2 التي يحددها عنوان 
السطر حتى الرقم العشري الأول ويستكمل عنوان العمود رقمها العشري الثاني . وهكذا 
فإن العدد 0.8212 الواقع في ملتقى السطر 0.9 مع العمود 0.02 » يمثل المساحة تحت 
منحنى الكثافة الواقعة إلى اليسار من 0.92 -2 » أي المساحة تحت المنحنى وفوق الفترة 
الممتدة بين -ه - والنقطة 0.92 من المحور 7 . وعلى العكس » إذا أردنا المساحة الواقعة إلى 
اليسار من 1.96 =2 . مثلاء ندخل الجدول وفق السطر 1.9 والعمود 0.06 فنجد عند 
ملتقاهما العدد 0.9750 وهو المساحة المطلوبة . وإذا كانت قيمة 2 معطاة بأكثر من رقمين 
عشريين فإننا نحصرها بين قيمتين مذكورتين في الجدول ثم نقوم بعملية تناسب طردي » 
(عملية استيفاء) . 


والأسئلة الوجيهة التي تطرح نفسها هنا هي : 
١‏ إذ يقتصر الجدول على القيم الموجبة ل2 » ما العمل لو كانت القيمة المعطاة ل2 
سالبة؟ 
١‏ ما العمل لو كان المطلوب هو المساحة إلى اليمين من قيمة ل2 سالبة أو موجبة؟ 
ما العمل لو كان المطلوب هو المساحة بين أي قيمتين ل2 ؟ 


وللإجابة عن هذه التساؤلات نعود إلى التعريف في (5-17 -5) لدالة التوزيع 
النقطة؛ = F(9‏ = 0 >2)ط 


وتتمتع هذه الدالة ۶)۵ بالخاصة المهمة التالية : 
F(t)‏ -1 7-22 

وهى نتيجة مباشرة لتناظر المنحنى الطبيعي المعياري بالنسبة إلى المحور الرأسي . 

إذ لو نظرنا إلى الشكل (ه 4) لوجدنا أن (-)” يساوي المنطقة 1 المظللة على اليسار من 


التوزيع الطبيعي Yr‏ 


(ج عل 


2 
-1 0 4 + 7 


شكل (5-5) 
؛ --2. وأن 760 هي مجموع المنطقة المظللة في أقصى اليسار والمنطقة غير المظللة في 
الوسط . و 760 -1 يساوي بوضوح المنطقة المظللة في أقصى اليمين» وبا أن المنطقتين 
المظللتين متساويتان بحكم التناظر فإن ۴)۵ -1 = (/ -)۴ . ولإيجاد (1 -) :/ يكفي إذن 
حساب ()/ من الجدول الموصوف أعلاه» حيث ١‏ موجبة» ثم نطرح القيمة الناتجة من 1 
وهذا يجيب عن السؤال الأول . 


ومن خاصة الحادثتين المتتامتين 70٠‏ )م - 1= (4 )م » نجد مباشرة أن : 


P(Z>D9=1-P(Z<SD)=1-F(D 


وهذا يجيب عن السؤال الثاني . 
وللإجابة عن السؤال الثالث» لنفرض أن المطلوب هو حساب 
(0 >7 >ه)م 
فمن الواضح أنه يمكن التعبير عن الحادثة (/ > 2) كإتحاد حادثتين منفصلتين 
على الشكل 


( >2 > 24) ب (4 > 2) - ( > 2) 
ومله . 


P(Z<b)= P(ZS )ط + ره‎ 4> 2> 0( 


۳۲٤‏ اللإحصاء والاحتمال 


I'(b) = F(a) + P(a< 2> b) 
أو‎ 
P(a< Z< Db) = [ (ط)‎ - F(a) 
وبا أن الاحتمال الموافق لنقطة في التوزيعات المستمرة يساوي الصفر فيمكن كتابة‎ 
P(asZ<b)= P(a<Z<b)= P(aSsZ<b)= P(a<Z< b) 
)١-ه(لاثم‎ 
(0.68-<2)2ء‎ «P(Z<-1.79) .52<0.5( .2)2>1.35( احسب‎ 
.P(-1.85<Z<- 0.16 1)صضطء (0.1>2>2.5-)شضء.‎ > 2> 3.27 
الحل‎ 
P(Z > 1.35( = F(1.35) = 0.09115 
. )0.05( (ندخل الحدول وفق السطر 1.3 والعمود‎ 
م‎ )2 > 0.5( = 1 - / )0.5( = 1- 0.6915 - 5 
. )0.00 (ندخل الجدول وفق السطر 0.5 والعمود‎ 
P(Z<-1.79)= /)- 1.79( - 1 - F(1.79) = 1 - 0.9633 = 0.0367 
٠ .)0.09 (ندخل الجدول وفق السطر 1.7 والعمود‎ 
م‎ )2 < - 0.68( = 1 - P )2 > - 0.68) = 1 - F(- 0.68) 
= 1-] 1- F(0.68)] = F(0.68) = 0.7517 
. )0.08 (ندخل الجدول وفق السطر 0.6 والعمود‎ 
P(1 > Z<3.27) = F(3.27)- F(1) 
= 0.9995 - 0.8413 = 0.2 
-)م‎ 0.1 > 2> 2.5( = F(2.5)- F(- 0.1) 
= F(2.5) —- [1 - 7)0.1(( 
= F(2.5) + F(0.1)- 1 


= 0.9938 + 0.5398 - 1 = 1.5336 - 1 = 0.5336 - 


التوزيع الطبيعي يفن 


P(-1.85 > Z<- 0.16) = F(- 0.16) - -ي/‎ 1.85) 
= [1 - F )0.16([ + [1 - F (1.85)] 
= 2- F(0.16) - F(1.85) 
= 2 - 0.5636 - 0.9678 = 2- 1.5314 - 6 


لااحظ أننا نعود إلى الحدول عندما يكون المطلوب ۴)۵ حيث : عدد موجب . 


مثال ٥(‏ ۔ ۲) 
احسب »© بحيث يكون 
P(Z< Cc) = 0981 « P(Z< 0 0.8264‏ 2ح © P(Z>‏ 
P(~-Cc< 2> Cc) = 0.9500‏ 0 - (6 >2 >ن لام 
الحل 


P(Z<c)= 7) = 0.8264‏ 
والعددء هو قيمة 2 في جدول التوزيع الطبيعي المعياري التي يقع إلى اليسار منها 
مساحة تساوي 0.8264 . ونبحث في صلب الحدول عن هذه القيمة لنجدها بالذات 
وعندئذ نحدد قيمة 7 المطلوبة من السطر والعمود الموافقين » أو نحصرها بين عددين في 
الجدول ثم نستنتج قيمة 2 المطلوبة بعملية تناسب طردي (استيفاء) . وفي حالتنا هنا 
نجد أن 0.8264 واقع في السطر 0.9 والعمود 0.04 وتكون القيمة المطلوبة 0.94 . 
0.2981 = 0) رات 0.2981 = c)‏ > 2)م 
وإذا كانت قيمة ۴)۵ أصغر من 0.5 فمن الواضح أن © ستكون سالبة . ولكن 
الجدول لا يحوي القيم السالبة ل . وفي مثل هذه الحالة نأخذ : 
F(O = 1-0.2981 = 0.7019‏ -1 - ن FC‏ 
ونبحث في صلب الجدول عن 0.7019 فنجده في السطر 0.5 والعمود 0.03 
وتكون 0.53 = -أو 0.53-=» . 
F (® - 2‏ - 1 ه 0.9292 = PZ > c)‏ 
آي 
~ı 7‏ =€ © 1.47 =€ ده 0.9292 = ن FC‏ 
F(O - FC © = 0.95‏ 4 0.95 2 (0 >2 >6 مر 


۳۲٦‏ الإحصاء والاحتمال 


ومنه 
F(O©- [1 - F(O] = 0.95‏ 
F(O = 0.975, c= 1.96.‏ ,1.95 = 0) 27 
P(-c<Z<c)= 0.90 4 2F(C) = 1.90‏ 
آي 
F (O) = 0.95‏ 
ولدينا من الجحدول 
5 تقابل 1.64 -2 
5 تقابل 1.65 -<-27 
ومنه 
تزايد المساحة تزايد 2 
0.001 001 
0.0005 ? 
005 .0 = 01 .2 < 0.05 = التزايد المطلوب في 2 
وتكون قيمة 7 المطلوبة هي 


1.64 + 0.005 1.645 


اليمين منها مساحة تساوي ». أي أن »© -1 - (م2)” . وبهذا المعنى يكون : 


(ورع Z«/2)= ” )2 «2) - ” )- Z‏ >2 >دروبن 2 -)م 
© -1=1-( £ -2)1 -1 - (وريم2) 28 
وعلى سبيل المثال : 
5هي قيمة التي تحصر إلى اليمين منها مساحة تساوي 0.025. ويكون 
5 ح- لووول > 2 > وجو 2 PC‏ 
وقد رأينا في الخال السابق أن 


التوزيع الطبيعي ۳۲۷ 


6 - 20025 
(أنظر الشكل 5 -6). 
025. 025. 
۰ 1.96 0 %6 
شکل (6- (o‏ 


لقد تعلمنا حتى الآن كيف نحسب احتالات حوادث معبرا عنها بدلالة المتغير 
المعياري 2 » وذلك بالاستفادة من جدول التوزيع الطبيعي المعياري. ولكن كيف 
نستفيد من هذا الحدول نفسه لحساب احتّالات حوادث معبر عنها بدلالة متغير طبيعى 
غير معياري  »‏ » مثلا؟ بالطبع لا يمكننا حساب مثل هذه الاحتمالات إلا إذا حددنا 
منحنى الكثافة للمتغير × تحديدا تاما . أي علمنا متوسطه ا وانحرافه المعياري 0 . وعند 
معرفة قيمةد وقيمة 6 يصبح الأمر في غاية السهولة» إذ نقوم بمعايرة × » أي نكتب : 


Xu 
6 


کر 





ونحول العبارة الاحتهالية بدلالة × إلى عبارة احتهالية مكافئة بدلالة2 » ثم نعود إلى 
المطلوب وفيا يلي توضيح عملي للفكرة . 


يقدم اختصاصى في علم النفس نصائح حول أفضل المهن أو الوظائف المناسبة 
لفتى . وهذه الغاية يقدم للفتى عددا من الاختبارات. أحدها » مثلاء اختبار ييدف 
إلى قياس مهارات التحدث أو المهارات الشفهية . لنفرض أن درجة الفتى في هذا 


۳۸ الأحصاء والاحتهال 


الاختبار كانت 55 . فهذا الرقم لذاته ليس له أي مدلول بالنسبة إلينا. إلا أن 
الاختصاصي النفسي يعلم توزيع درجات هذا الاختبار بالنسبة للرجال في المجتمع 
بصورة عامة . فمثل هذه الاختبارات قد استخدمت في الماضي على نطاق واسع 
وقدمت لعينة تمثيلية كبيرة من الرجال والنساء . وبالنسبة إلى الرجال تتوزع درجات 
هذا الاختبارء بصورة تقريبية» وفق التوزيع 102 2/50 . (في الواقع يتعمد 
مصممو هذه الاختبارات وضعها بحيث تتوزع الدرجات الناتجة عنها طبيعياء على 
وجه التقريب). وتوزيع هذه الدرجات مع درجة الفتى مبينة في الشكل (5 -1). وما 
يهم الاختصاصي النفسي حقا هو كيف يمكن مقارنة هذا الرجل مع بقية الرجال 
في المجتمع . ويمكن تلخيص هذه المقارنة بسهولة من خلال النسبة المئوية للرجال 
الذين يتوقع حصوهم على درجات في هذا الاختبار أسوأ من 55 وللحصول على هذه 
النسبة نحسب المساحة تحت منحنى الكثافة للتوزيع (100 ١)50,‏ الواقعة إلى اليسار من 
النقطة 55 وبمعايرة الدرجة 55 تأخذ القيمة : 


_ 55-50 _ 
10 


0.5 





20 50 55 60 70 80 





شكل )١-١(‏ : التوزيع (100 ,50) ١‏ لدرجات اختبار المهارة الشفهية» والمساحة المظللة هي 
احتمال الحصول على درجة أقل من 55 . 

والمساحة المطلوبة هى إذا المساحة الواقعة إلى اليسار من النقطة 0.5 تحت منحنى 

الكثافة الطبيعي المعياري والمبينة في الشكل (5 -2) . وهي تساوي من الحدول ١‏ في 


التوزيع الطبيعي ۳۹ 





-3 -2 -1 0 0.5 1 2 3 


شكل (5-) درجة الاختبار بعد معايرتها . 


الملحق 0.6915 . وهكذا نستنتج أن 69% من المجتمع يتوقع حصوهم على درجة أسوأء 
و3196 من المجتمع يتوقع حضوهم على درجة أفضل وهذا يحدد بوضوح موقعه النسبي 
من الآخرين . 


ولو فرضنا أن درجة هذا الشاب كانت 40 في اختبار لقياس المهارات الحسابية . 
وهذا الاختبار مصمم بدوره بحيث يكون توزيع الدرجات الناتجة عنه (100 ,50) لل . 
وبمعايرة هذه الدرجة نجد أنها تصبح في سلم القياس المعياري : 


40 - 50 
2= =- 1 
10 


وبالعودة إلى جدول التوزيع الطبيعي المعياري نجد أن 
F(A = FC1=1- F(1) =1 - 0.8413 - 7‏ 
وهكذا نتوقع أن ينال 16% فقط من المجتمع درجات أسوأء وأن ينال 84% 
درجات أفضل . 





وبصورة عامة» تسمى معايرة متغير طبيعي × توزيعه (© 20 » أي التحويل 





الإحصاء والاحتهال 


تعبيرا عن قيمة المتغير × وفق سلم القياس المعياري . وهو سلم قياس يعتبر لا 
مبدأ للقياسات» ويعتبر الانحراف المعياري 6 وحدة قياس . وعندما لا نهتم بقيمة × 
لذاتها بل بموقع × النسبي من المتوسط م › فإن القيمة 2 توضح لنا بالضبط هذا الموقع 
النسبي ومنطوق العبارة الجبرية 20 = هم - × » هو أن موقع × يحيد عن النقطة د بمقدار 2 
مرة الانحراف المعياري . 


مثال (ه-”) 

إذا كانت درجات حاصل الذكاء تتوزع طبيعيا بمتوسط يساوي 100 وانحراف 
معياري يساوي 15 » ف| نسبة الناس ذوي درجة ذكاء : 

|-فوق 125 » تحت 80 » بين 70 و 130؟ 


الحل 
لنرمز لدرجة حاصل الذكاء ب × ٠‏ فلدينا بالفرض أن توزيع × هو 
(152 ,100) ۸ . والمطلوب 
5 - -125 


15 
=1 - F )1.67( =1 -0.9525= 75 


والنسبة المطلوبة هى 4.75% . 


لساب 2 -80 
( ج )ء - شي )م - روه م 


= F(-1. 33) ع‎ 1-  )1.33(- 1- 0. 9082 = 08 


والنسبة المطلوبة هى 9.18% . 


ت كلد د 0 
س P(70< X< 130) = 7) 6 - F‏ 


_ 100 - 70 0 - 130 
وم روم کچ -(کچت )ير ۔ 


2F )2( - 1 =2 )0.9772( -1 = 1. 9544 - 1= 4‏ = 
والنسبة المطلوبة هى 95.44% . 


)م - 1ے( )م - 1 = 25 < × )م 








التوزيع الطبيعي ۳۳١‏ 





وكثيرا ما نستخدم علاقة المعايرة» م دج » بطريقة عكسية. فنحن 
نعرف أو نحدد سلفا قيمة 2 ٠‏ أي القياس المطلوب على السلم المعياري» ونريد القياس 
المقابل له على السلم الأصلي (قبل المعايرة). فلنفرض» مثلاء أن لدى مدير شركة 
وظيفة شاغرة» وهو لا يقبل مرشحين لهذه الوظيفة إلا إذا كانوا في مهاراتهم الحسابية من 
الربع الأعلى في المجتمع . ولترجمة رغبته هذه بدلالة الدرجة الدنيا التي ينبغي أن يناها 
المرشح في اختبار المهارات الحسابية» نقوم با يلي » مفترضين أن درجات الاختبار تتبع 
التوزيع (100 ,۸)50 . نحدد من عبارة «المرشح من الربع الأعلى في المجتمع في مهاراته 
الحسابية» قيمة2 » وذلك لأن هذه العبارة مكافئة للمعادلة 075 = (7)2 » ومن جدول 
التوزيع الطبيعي المعياري نجد» باستخدام الاستيفاء» أن 


2= 0.67 + 4) )0.01( = 0. 6745 


وبالتالي 
Zo = 50 + 10 )0.6745( = 56.745‏ + ام X=‏ 

وبالتدوير إلى أقرب عدد صحيح » نستنتج أن الدرجة المطلوبة هي 57 وهكذا لا 
يقبل طلب متقدم لهذه الوظيفة إلا إذا كانت درجته في اختبار المهارات الحسابية 57 أو 
كك 
مثال ٥(‏ ۔ )٤‏ 

بالإشارة إلى المثال ١(‏ - ) وتوزيع درجات حاصل الذكاء . لنفرض أن الحكومة 
تقدم تعليها خاصا للخمسة في المائة الأدنى في حاصل ذكائهم . وتقدم تعليا جامعيا 
للسبعة في المائة الأعلى في حاصل ذكائهم . أوجد القيم المعيارية 2 المقابلة هذه النسب 
ثم استنتج الحدود الفاصلة في درجات حاصل الذكاء لأولئك الذين يتطلبون تعليا 
خاصاء ولأولئك الذين يدخلون الجامعات . 


الحل 
لنفرض أن القيمة المعيارية المقابلة لنسبة جماعة التعليم الخاص هي ۾ ٠‏ والمقابلة 
لنسبة جماعة التعليم الجامعي هي 6 فعندئذ : 


۳Y‏ الإحصاء والاحتال 


P(Z > a) = 0.05, F(a) = 0.05, 7 )- a) = 0.95, - a = 1.645, a = -1.645.‏ 
F(D) = 0.07, F(b) = 0.93‏ - 1 ;0.07 = زط P(Z>‏ 
b= 1.47 + 8(0.01)/14 = 1.47 + 0.0057 = 1.4797‏ 
ويكون الحد الأعلى لدرجة حاصل الذكاء لأؤلئك الذين يتطلبون تعلي| خاصا» 
مقربا إلى أقرب عدد صحيح هو: 
5 -(1.645-)15 +100 - م40 عير دير 
والحد الأدنى لدرجة حاصل الذكاء لأولئك الذين يدخلون الجامعات» مقربا إلى 
أقرب عدد صحيح » هو: 
X= u+ bo - 100 + 15 (1.4757) = 2‏ 
مثال (ه- ه) 
إذا كان × متغيرا طبيعيا متوسطه 56 = نر وانحرافه المعيارى 3 =0 ٠‏ 
فاحسب (60.5 > ×) ۲ (65 < ×) ۶ (59 > × > 2)53 . ۰ 


الحل 


P(X<60.5)= م‎ 








6 -60.5 8 عل 1 
اجك ر)ء شيط , هج 


- )م‎ 60.556 | F (1.5) = 0.9332 . 


و كتج رج )م د -5§ ى م -يا 
3 


1 








P(X > 65) = P أم‎ 


O 

65 - 56 
3 

و | كقحقة |م -( ک2 ام = )59 < P(53 > X‏ 

حون عوك ود لصوم 

2)0.8413( - 1 - 1. 6826- 1 = 0. 6826 . 


=1-F 





(=1 Fa=1-0, 9987 = 0. 0015 


11 


مثال )٦ ٥(‏ 
ليكن × متغيرا عشوائيا يتوزع وفق التوزيع الطبيعي بمتوسط يساوي 2 وتباين 
يساوي 6. والمطلوب حساب احتالات الحوادث العددية التالية :. 
.P(-1<X<35) P(X> D «P(X > 3)‏ 


التوزيع الطبيعي rrr‏ 


3-2 ا 
[3-2)م - P(X< E‏ 


F )0. 25(20.5987 .‏ = 
5 - 1 
(قجدام -:-( کچ )م :د < × م 


= 1- F(- 0.25) = F (0.25) = 0 37 


P(-1< X < 3.5) = E ا‎ 


8 35-2„ _ 
) 4 (* -) 4 )م - 
)75 .0 -) بر - )0.375( F‏ = 


= F (0.375) -]1 - F )0.75([ 
= F (0. 375) + F (0. 75) -1 











ولحساب (0.375) ۴ تأخذ منتصف الطريق بین (0.37) 7 و (0.38) ۴ » أي 
منتصف الطريق بين 0.6443 و 0.648 وهو إلى أربعة أرقام عشرية 0.6462 . وهكذا يكون 
P 1 > X <3.5) = 0.6462 + 0.7734 - 1 - 6‏ 


مثال (ه-7) 

في عملية تعبئة آلية لعبوات السكره من المفترض أن تضع الآلة في كل عبوة 2 كغ 
من الک وبالطبع يتغير ما تضعه الآلة من عبوة إلى أخرى بشكل عشوائي . إذا 
افترضنا أن ما تضعه الآلة بالفعل هو متغير (© ,)۸ . 


أ - تشير السجلات السابقة للإنتاج إلى أن 0.2 - © » وإلى أن احتمال أن تتضمن عبوة 
أقل من 2 كغ هو 0.01 : أوجد قيمة بر التي تعمل الآلة وفقا ها. (أي القيمة 
المتوسطة لما تضعه هذه الآلة في العبوة الواحدة على المدى الطويل .) 

ب -إذا قمنا بعملية تحسين لعمل الآلة تتوخى تخفيض ٩‏ (أي انتاج عبوات أكثر تجانسا 
من حيث الوزن) مع بقاء دم کا هو . كم يجب أن تكون قيمة 6 بحيث نطمئن إلى 
أن احتمال عبوة بأقل ما ينبغي من السكر هو 0.001؟ 


ع بام الإحصاء والاحتهال 


الحل 
أ- لنرمز ب × لوزن السكر الفعلي في العبوة . والمطلوب هو حساب بر علما أن 
P(X < 2) = 0.01‏ 
و 0.02= 6 . ولكن 


P(X <2) = ام‎ 





02 .0 
أ 
=( 
ل 
ومن الجدول نجد أن : 
_ 2 حم 
1 00 
أو 


7 = 2 + (2.33) 0.02 = لز 
ب__إذا اشتغلت الآلة وفقا ل 2.047 = لإ فعندئذ يكون × متغيرا (02 ,2.047) ۸ . 
ونريد قيمة © بحيث يكون : 
P(X < 2) - 1‏ 
ولكن الآن : 


اا 


P(x < 2) = )م‎ 


إذا نريد 6 بحيث يكون 


- 7 





او 

0. 047 

ووو =( )م 

ومن الحدول نجد 

047 .0 
٠.‏ 20 1 0 
اى ان 

O 0.015‏ حك 


3. 09 


التوزيع الطبيعي م 


)۸- ٥( مثال‎ 

مفترضا أن طول الذكر البالغ ×» مقاسا بالسنتمتر» هو متغير (56.25 ,175) ۸ . 
كيف يحدد مهندس ارتفاع أبواب الغرف في فيلا يقوم بتصميمها بحيث لا يضطر أكثر 
من 296 من الرجال إلى طأطأة رؤوسهم عند الدخول أو الخروج؟ 


الحل 
لنفرض أن ارتفاع الباب ۾ سم فيكون المطلوب تحديد قيمة 4 بحيث يكون : 
P(X> a) > 2‏ 





ولكن 5 a-‏ 
0.2 و | کل -: - رم P(X> 2( =1-P(X<‏ 
وبالتالي يكون 
1 2-5 

دود 2 
ومن الجدول نجد أن : 

a Ey 
7.5 : وهكذا يكون‎ 


3 = (7.5) 2.057 + 175 < ۾ 
أي أن ارتفاع الباب ينبغي أن يكون 190.5 سم على الأقل . 


تمارين (5-؟7) 


)١‏ باستخدام جدول التوزيع الطبيعي أحسب الاحتمالات التالية» حيث 2 المتغير 


. N(O0, 1) الطبيعى المعياري‎ 
ءص)١271>0.2( )ص (156 >7 > 0.3)ص‎ 0.9> 2> 0( «P(Z<1.2) 
.P(Z<-0.32) «P(Z>-0.75) «P(-1.3<Z<1.74) 


؟) أوجد المساحة تحت منحنى كثافة التوزيع الطبيي المعياري الواقعة : 
أ-إلى اليسار من 1“ 


ب إلى اليسار من 2 
ج-بين 1و2 .2 

د_إلى اليمين من 0.5 - » 
ه_إلى اليسار من 1- » 


و-بين 1-و 1+ . 


۳) أوجد العددء بتحيث يكون : 
أ-0.8643 - P(Z< c)‏ « 
ب 0.2266 = 0 > ۶)2 » 
P(Z>- c) = 0.6554‏ « 
د_-P(Z<c)=0.05‏ 
ه-0.90 = P(-c<Z <C)‏ « 
و-P(CC<Z<C0©0=0.95«‏ 
ز-c<Z<c)=0.99-(P'.‏ 


تساوي به » فاحسب و2000 ۰ 20.025 20.05 20.026 20016 2010 . 


. P(IX-16| >3) 


1) متغير عشوائي ×يتبع التوزيع (25 N50,‏ » احسب : 


۷ تتوزع معدلات مجتمع كبير من طلبة الكليات تقريبا وفق التوزيع 0.64 ,87)2.4 . ما 
نسبة الطللاب الذين تتجاوز معدلاتهم 3.0 ؟ (المعدل التام هو 4). 

۸ بالإشارة إلى المسألة السابقة إذا شطبت أساء الطلاب الذين تقل معدلاتهم عن 1.9 
فكم ستبلغ نسبة الأسماء المشطوبة؟ 


التوزيع الطبيعي rv‏ 


4) متغير عشوائي ×يتبع التوزيع الطبيعي . إذا كان 68 = (X^)‏ تاو 0.8413 = )10 < (Xx‏ م 
فاحسب برو © . 


. N(5.1, 1.2) بتوزع عمر نوع من الغساللات مقدرا بالسنوات وفق التوزيع الطبيعي‎ )١ ٠ 
اذا كات للت مكل له ةاش ف هى بے الغتالالكالجاعة الى سيضط:‎ 
المصنع إلى استبداها بغسالة جديدة؟‎ 


)١‏ وجدنا أن الفترة الزمنية الضرورية لإتمام اختبار ذكاء محصص لطلبة الكليات تتوزع 
وفق التوزيع الطبيعي بمتوسط 70 دقيقة وانحراف معياري يساوي 12 دقيقة . كيف 
يجب تحديد زمن الاختبار إذا أردنا إتاحة وقت كاف لإتمام الاختبار ل 9096 من 
الطللاب المتقدمين؟ 


)١‏ نظمت آلة لتقديم شراب مرطب بحيث تضع » في المتوسط› لا أونزة ف الكأس 
الواحدة. إذا كان ما تضعه بالفعل في الكأس الواحدة متغيرا طبيعيا بانحراف 
معياري 0.3 = ٠‏ أونزة . ف| القيمة التى ينبغي تحديدها ل در بحيث تفيض الكؤوس 
ذات السعة 8 أونزة بنسبة 1% فقط ؟ 


1 ) وزن بيضة الدجاج بالغرام يتوزع وفق التوزيع الطبيعي (225 ,۸)60 . وتصنف 
البيضة «صغيرة» إذا قل وزنها عن 45 غراماء إذا رغبت أن يصنف باقى البيض 
بالتساوي بين عادي وكبير» إقترح الوزن الذي يفصل بين هذين الصنفين مقربا إلى 
أقرب غرام . 


٤‏ تتوزع أوزان قوالب الصابون في مصنع طبيعيا. وفي الأسبوع الماضي كان وزن 
6% من القوالب المصنوعة أقل من 90.5 غراما بينا زاد وزن 4% من القوالب 
على 100.25 غراما . والمطلوب : 

أ أوجد متوسط وتباين توزيع وزن القالب» والنسبة ا مئوية للقوالب التي يتوقع 
أن تزن أقل من 88 غراما . 


طن الإحصاء والاحتمال 


ب إذا خفضنا تباين الوزن بنسبة الثلث فا هي النسبة ا لمئوية من إنتاج الأسبوع 
القادم التي تتوقع أن يقل وزنها عن 88 غراما . مفترضا أن المتوسط لم يتغير؟ 


6) يقدر أن 1400 راكبا من يبدلون قطارهم في محطة معينة مهدفون بصورة منتظمة إلى 
اللحاق بقطار الخامسة والنصف مساء » وأن 50 راكبا يصلون قبل الساعة الخامسة 
وعشرين دقيقة مساء» موعد فتح البوابة الخاصة بهذا القطارء وأن 70 راكبا يفوتهم 
القطار عند التزامه التام بموعد المغادرة . مفترضا أن زمن وصول الراكب إلى المحطة 
متغير عشوائي يتبع التوزيع الطبيعي » أحسب متوسط هذا التوزيع وتباينه . ومن 
ثم قدر: 
| -موعد فتح البوابة بحيث لا يزيد عدد المنتظرين أمامها على عشرين راكبا . 

ب -عدد المستبدلين الذين سيفوتهم القطار في يوم يغادر فيه (على غير المتوقع) قبل 
الوقت المحدد بدقيقتين . 


5) يغادر رجل منزله كل صباح الساعة السابعة كي يصل إلى عمله في الساعة 
الثامنة . وقد وجد خلال فترة طويلة أنه يتأخر عن عمله بنسبة مرة في كل أربعين 
مرة. وبدأ يغادر المنزل في الساعة السادسة وحمس وخمسين دقيقة فوجد خلال فترة 
مماثلة أنه يتأخر مرة في كل مائة مرة . بفرض أن الزمن الذي تستغرقه الرحلة يتوزع 
طبيعيا كيف ينبغي أن يحدد موعد المغادرة بحيث لا يتأخر أكثر من مرة كل ما ثتى 
مرة؟ 

١١‏ ) ني كتاب معين يمكن اعتبار عدد الكلات في الصفحة الواحدة متغيرا طبيعياء 


على وجه التقريب» بمتوسط 0 كلمة وانحراف معياري 50 كلمة . إذا اخترت 
عشوائيا ثلاث صفحات ف احتمال ألا تتضمن أي منها ما بين 830 إلى 845 كلمة ؟ 


ومتوسط طول الأنثى البالغة 160 سم بانحراف معياري 8 سم » وبالنسبة لكل 


التوزيع الطبيعي ۳۳۹ 


من الجنسين يعتبر التوزيع الطبيعي نموذجا مناسبا لوصف تغير الطول . بفرض 
أن الطول ليس من العوامل التي تؤخذ في الاعتبار عند اختيار الزوجة أو الزوج . 
أحسب احتمال أن زوجا وزوجته اخترناهما عشوائيا سيكون كل منه) أطول من 
164 سم. 


۹) في بستان للبرتقال متوسط وزن الثمرة 19.3 أونزة بانحراف معياري 2.3 أونزة . 
مفترضا أن وزن الثمرة متغير يتبع التوزيع الطبيعي » أحسب : 
| - نسبة الثار التي يقل وزنها عن 18 أونزة . 
ب - نسبة الثار التي لا يقل وزنها عن 20 أونزة . 
ج- نسبة الثمار التي يتراوح وزنها بين 18.5 و 20.5 أونزة . 
د -الوزن الذي سيقل عنه 1596 من الثار. 
ه الوزن الذي سيزيد عليه 25% من الثار. 


١‏ ) ملاحظة عدد كبير من السيارات عند نقطة محددة من طريق عام بينت لنا أن السرع 
تتوزع طبيعيا. إذا علمت أن سرعة 90% من السيارات تقل عن 124.3 كم/ ساء وأن 
سرعة 5% فقط من السيارات تقل عن 101 كم / س . حدد السرعة المتوسطة نا 
والانحراف المعياري © . 


. من المفترض أن يكون قطر كريات معدنية تنتجها شركة صناعية مساويا 2 مم‎ ١ 
ولكن الكريات ستكون مقبولة إذا تراوحت أقطارها بين 1.90 مم و 2.10 مم. وقد‎ 
لوحظ في دفعة إنتاج كبيرة أن 2.5% منها مرفوض لأنه أكبر ما يمكن التساهل فيه‎ 
وأن 2.5% منها مرفوض لأنه أصغر مما يمكن التساهل فيه . حدد» بصورة تقريبية»‎ 
ما ستصبحه نسبتا الرفض إذا غيرنا حدود التساهل إلى 1.95 مم و 2.15 مم.‎ 


(YY‏ تتورع درجات أمتحان وفق التوزيع الطبيعى (100 N(50,‏ « ونرغب 5 إعادة النظر 
٤‏ سلم الدرجات بحيث تكون درجة النجاح 0 ونسبة الناجحين 70% » ودرجة 


f°‏ الإحصاء والاحتمال 


التفوق 70 ونسبة المتفوقين 20% . أحسب الدرجة الجديدة لمتقدم للامتحان كانت 
درحته الأصلية 60 5 


7) يمكن تصنيف البيض إلى عادي إذا كان الوزن أقل من 46 غراماء ومتوسط إذا كان 
الوزن بين 46 و 56 غراماء وكبير إذا كان الوزن أكبر من 56 غراما . لنفرض أن البيض 
الذي تضعه سلالة معينة من الدجاج يتوزع » من حيث وزن البيضة» وفق التوزيع 
الطبيعى (25 ١)50,‏ . أحسب نسبة كل صنف من الأصناف الشلاثة. وإذا كانت 
أسعار البيع للبييضة الواحدة من الأصناف الشلاثة هي» على الترتيب» 4 هللة» 5 
هللة6 هللة . وكانت كلفة الإنتاج 4 هللة لكل بيضة» فا الربح المتوقع للبيضة 
الواحدة؟ 


وبالنسبة لسلالة أخرى من الدجاج فإنها تضع بيضا يتبع » من حيث الوزن» 
التوزيع الطبيعي (25 ,۷)52 . إلا أنه يستهلك أكثر من الطعام ما يرفع كلفة البيضة 
إلى 4.5 هللة . ما الربح المتوقع للبيضة الواحدة في هذه السلالة؟ 


14 لنفرض أن مقاس الحذاء لذكر بالغ هو عدد صحيح 4 يرتبط بطول القدم» بر » 
مقاسا بالبوصة بالعبارة التالية : «حذاء مقاسه# سيكون مناسبا لقدم طوها يتراوح 
بين 0.54 + 5.5 و0.54 + 6 ؟ حيث 14 ,. . . ,6 ,5 = 4 24. ويمكن اعتيار بز » طول 
قدم ذكر بالغ » متغيرا يتبع التوزيع الطبيعي (1.21 ,۸)10.2 . 
| -ماالنسبة من مجتمع الذكور البالغين التي تتطلب حذاء مقاسه أكبر من 14؟ 
ب ما المقاس الأكثر تواترا وما نسبة أولئك الذين يطلبون هذا المقاس؟ 


٠‏ حدود التساهل في طول قطعة مصنعة هي 0.05+ 10.00 مم . وتفحص كل قطعة 
يجري إنتاجها لرؤية ما إذا كانت تحقق هذه الحدود أم لا. والتوزيع الاحتالي لطول 
القطعة هو التوزيع الطبيعي بمتوسط يساوي 10.01 مم وانحراف معياري 0.04 مم . 
وكلفة إنتاج القطعة 10 ريالات. وجميع القطع التي لا يقع طوها ضمن حدود 


التوزيع الطبيعي ا۳4 


التساهل تهمل وتعتبر خسارة للشركة المصنعة . ولتخفيض حجم الخسارة يمكن : 
| -إزالة الانحياز في عمل الآلة وجعل متوسط التوزيع 10 = ها وذلك بكلفة 


إضافية قدرها 4 ريالات لكل قطعة . 
ب - تخفيض الانحراف المعياري إلى 0.03 وذلك بكلفة إضافية قدرها ريالان لكل 
قطعة . ظ 


الواحدة. إذا كنت تعمل في قسم الإحصاء في هذه الشركة فبأي الإجراءات 
الغلاثة المذكورة تنصح؟ 


١‏ تقضي مواصفات الإنتاج لعبوات نوع معين من الحلويات أن وزن كل عبوة يجب 
أن يقع بين 140 غ و 160.غ . إذا كان وزن العبوة يتوزع طبيعيا بتباين يساوي 4غ" . 
كيف تحدد متوسط التوزيع الذي ينبغي أن تهدف إليه الشركة المنتجة ولماذا؟ 


۷) يستخدم أحد المصانع 2000 مصباح كهربائي للإضاءة . وعمر المصباح الكهربائي 
مقاسا بالساعات يتبع التوزيع الطبيعي (2500 ,550) ۸ . وحرصا على وجود عدد 
قليل من المصابيح المحترقة خلال أوقات الإنتاج يستبدل المصنع المصابيح جميعها 
كل فترة وبصورة دورية. كيف ينبغي تحديد طول فترة الاستبدال لكي لا يوجد في 
المصنع في أي وقت أكثر من 20 مصباحا محروقا؟ 


ومع نوع أفضل من المصابيح حيث يتوزع عمر المصباح وفق التوزيع الطبيعي 
(1600 ,600) 27 تتغير فترة الاستبدال إلى 500 ساعة» بين أن عدد المصابيح المحترقة في 


المصنع في أي وقت سينخفض عندئذ إلى حوالي 12 مصباحا . 


بمتوسط يساوي 200 كغ وتباين يساوي 225 كغ . أوجد احتمال أن تكون مبيعاته 
من هذه السلعة خلال أسبوعين أقل من 185 كغ » وعندما يطلب مزيدا من هذه 


EY‏ الإحصاء والاحتال 


السلعة تأخذ عملية تسليم البضاعة المطلوبة فترة أسبوعين. حدد إلى أقرب 
كيلوغرام المخزون الذي ينبغي تأمينه من هذه السلعة عند إعادة طلبها بحيث يكون 
البقال مطمئنا باحتمال 0.95 إلى أن هذه السلعة لن تنفذ قبل وصول الطلب . 


اصطلحنا على كتابة © ,س ۸١‏ لتعني توزيعا طبيعيا بمتوسط يساوي مم وتباين 
يساوي © . وهكذا نكتب» على سبيل المثال : × متغير (4 ,۷8 لتعني أن × متغير يتبع 
التوزيع الطبيعي بمتوسط يساوي 8 وتباين يساوي 4 . وفيا يلي بعض خواص التوزيع 


١‏ - لیکن غا ولا متغيرين مستقلين (02 , ى )× و (:6 , رلر) 7ه » على الترتيب. 
فعندئذ يكون مجموعههمالا +نا» ولنرمز له بل » متغيرا (62 + 62 ,ری + N)‏ . 


أي متغيرا طبيعيا أيضا بمتوسط يساوي مجموع المتوسطين وتباين يساوي مجموع 
التباينين . 


۲ - وبصورة أعم إذا كان × و۲ متغيرين مستقلين (62 , بر N)‏ و (62 , يلر) ل › 
على الترتيب فإن المتغيرء + ا6 + ×ه -0 » حيث » » 5 » » أية أعداد حقيقية» هو 
بدوره متغير طبيعي متوسطه » حسب خواص التوقع : 

© + (لا ) ام +) X+bY+ O=aE(X‏ ن) نز دجن )نر 
© + ولم =a ll, + b‏ 
وتباينه حسب خواص التباين : 
V(a X)+ V(b Y)‏ - ولا م +خز ه) م - 0 V(U)= V(a X+ bY+‏ 
F V(Y)‏ + ( )7 2ه - 


2 
د “6 + 422 = 


* للقراءة فقط . 


التوزيع الطبيعي er‏ 


ونكتب باختصار: 
إذا كان و« متغيرين مستقلين (62 , بر N)‏ 0(۰ ,رم )2 وكانت ١»‏ م» 
> أية أعداد ثابتة فإنع +0۲ + ×ي -() يكون متغيرا 


bu, + c, a o2 + bo3)‏ + ري > )لا 


وعلى سبيل المثال إذا كان × متغيرا (2 ,15) ۸۷و۲ متغيرا (4 ,7 -) ۸ 
فإن1 +21-37 -] وهو متغير طبيعي متوسطه يساوي 
 7( +1 = 2‏ 3 -(15) 2 
وتباينه 


22 )2( + )- 3( )4( = 4 


أي أن نامتغير (44 ,۸)52 . 


التالية» وهى في حد ذاتها بالغة الأهمية» كما يلي : 


إذا كانتيرا ,. . . × ,× متغيرات مستقلة وكل منها 02 سه » [أي إذا 
كانت ,× ,. . . ,لا ,ب#اعينة عشوائية من (02 ب ] فإن : 


24 
× +... + رعر + × =× للا يكون متغيرا (0 2 ۸)2 »› 


72 


ويكون 


2 
ل × + ... + د )يط = عر متغيرأ مكاي اب 


وتجدر ملاحظة أنه بالرغم من أن المتغير الطبيعي يتحول بين ٥ه‏ - و هه + 3 إلا أنه 
يمكن استخدامه استخداما مقبولا تماما لوصف متغير» × › موجب بطبيعته. وذلك 


< الإحصاء والاحتمال 


شريطة أن يكون (0 > ×) ۶ عددا صغيرا جدا يمكن إهماله . أي أننا نتجاوز المقولة 
الدقيقة بأن 0 = (0 20065 ٠‏ وتعني استحالة أن يكون × سالبا إلى مقولة » تقريبية وعملية 
في آن واحد» تكتفي بالتأكيد على أن احتمال أن یکون × سالبا هو احتمال قريب من 
الصفر. وبا أن 





وعم الع ر 


وأن 6 موجب» فان (0 ]20 سيكون مهملا إذا كان مر كبيرا بالمقارنة مع 6 . 


وعلى سبيل المثال» إذا كان 4.56 = ير فإن (0 > ×) ۲ يكون أقل من 0.000005 » 
وهو صغير إلى الحد الذي يجعله غير ذي بال في التطبيقات العملية . 


مثال (ه -9) 

إذا کانت× ۲۰ .:7 متغيرات مستقلة(1 ,)۸ ۰ (2 ,3) 3(:10 ,۸)4 » على الترتيب» 
فاحسب: 

«P(1<X< أ-(3‎ 

P(X“ ب(‎ 

« P(3X-2¥>1)_—_ج‎ 

د_-(4 -27 >لا P(X+‏ « 


الل 


P([ > د (3 > بر‎ 7)3 - 22 - F(1 -2) = FO) - 1 )-1( 9 
= 2F (1) -1 = 6 
وما > )م‎ = P(X- Y > 0( 9 


ولكن ۲ - متغير (3 ,1 ۷ وفق الخاصة ۲ . وبالتالي يكون 


0-6-1 
F(0. 577) =0. 718‏ = جحت الك 120 KX-‏ ح زوز > P(X‏ 
1 آله 


التوزيع الطبيعي to‏ 


ج وفق الخاصة ۲ نجد أن2۲ -31متغير (17 ,0) N‏ وهكذا نجد : 





P(3X-2Y> 1(- 1- P(3X-2YS1)=1- ج‎ 


= 1 - F(0.243) = 0.44 


د ووفق الخاصة ۳ یکون 2۲-27 + ×متغرا 3,15 × » وبالتالي : 





(3-)4-6- : 
حححلككب إع - (4->27 -لا P(X+‏ ح (4 -27 > لا P(X+‏ 
ل ظ 
1 
F =1 — F (0.258) = 0. 398 .‏ 1= 
ا 
مثال (٥۔ )٠١‏ 


يتم إنتاج مسامير البرشام التي تستخدم لبرشمة صفيحة معدنية بطريقة تسمح 
لنا بوصف قطر المسار × كمتغير (0.04 ١)3;‏ . وبطريقة مستقلة يجري إنتاج صفائح 
معدنية ذات ثقوب دائرية يمكن اعتبار قطر الثقب ۲ متغيرا (0.01 ,3.2 . (القياس في 
الحالتين بالسنتمتر) . 

١‏ ماهو احتال أن يناسب المسار ثقب الصفيحة؟ 

ب - إذا اخترنا أربعة أزواج (مسمار - صفيحة) فما هو احتمال أن يكون زوجان 
منهماء على الأقل » متناسبين؟ 


الحل 
|-×و۲ متغيران طبيعيان مستقلان . واحتمال تناسب المسار مع الثقب هو: 
(0 >7 -غز) م P(X< P=‏ 

ولكن ا - ×متغير (0.05 ,0.2 /, » وبالتالي : 
(0.2-) - 0 
05 له 

ب - يمكننا اعتبار إنتاج مسمار وصفيحة تكرارا لتجربة ثنائية احتمال النجاح 
فيها 0.814 -م » 4 - 2 » و إذا رمزنا دل لعدد الأزواج المتناسبة » يصبح المطلوب : 


P(X- Y< دده‎ | |= Fo. sn=0.81 


۳4٦‏ الإحصاء والاحتمال 


P(U>2) =1- P(U= 0) - P(U= 1) 
= 1 - )0.186(4 - 4 )0.814( )0.186( = 0.978 . 
)۱١۔‎ ٥( مثال‎ 
عر |)م‎ -pu|>2)= P(X - u> 2) + ير )ص‎ - | < - 2) > 5 


أخذنا عينة عشوائية حجمها * من مجتمع طبيعي فيه 10 = لاو 20 -6 » ما هي 
أصغر قيمة ممكنة ل« بحيث لا يزيد عن 0.025 احتمال أن يتجاوز الفرق بين متوسطي 
العينة والمجتمع المقدار 2؟ 


الحل 
e‏ ا . الخار ‏ نال ت 0 o.‏ )400 
لکن xX‏ متوسط العينة. نعلم من الخاصة ” أن 24 متغير ( 249 ,)× . 
والمطلوب تحديد حجم العينة ” بحيث يكون» 025 .0> (2 <إس - × )م ولكن 
الحادثة2 < امإ - ى اتعني إما 2 < ىر - × أو 2-> - × » وبالتالي: 


5 > )2 - < ير - تر )ص + )2 u>‏ - تر )م = )2> إبر - P(|X‏ 











ا 
X- u 2 Xu -2‏ 
ا ت لصحا ڪڪ يبب ا المح ت 
5ک |2 207 ° Va‏ و |م +( 207 دوا 
و 
2 /2 
5 > | ر +( )م -1 
أو 
5ھ ۵>( ]م2 د 
10 
ووو ره < | تلا )م 
10 
ونجد من الجدول أن 
Vn‏ 
224 


Vn < 22.4 4 n> 501.76 


أي أن حجم العينة ينبغي ألا يقل عن 502 . 


التوزيع الطبيعي EV‏ 


مثال(ه-7١)‏ 
ليكن × متغيرا عشوائيا يتبع التوزيع الطبيعى (25 ,8/100 . أحسب 


)١ 2-1001<1(‏ 5ع إذا كان : 


| × متوسط عينة حجمها 25 =۸ » 
ب- 2 متوسط عينة حجمها 100 =2 . 


الحل 
١‏ بالاستناد إلى الخاصة ۳ نعلم أن عر متغير يتبع التوزيع الطبيعي (1 ,100) ۸ 
ويكون 
P(I X -1001>1) = P(X -100> 1(+ P(X - 100 > -1(‏ 
F(1)+ F(—-1)‏ -1= 
F(1) +[1- F(1)]=2- 2F (1)‏ -1= 
4 .0= 0.8413 2 -2 = 


55 'يتبع الآن التوزيع الطبيعي (0.25 ,100) N‏ ومنه : 


5-5 × - 0 1 × - 0 [1 


=1- F(2)+ F(-2) 
= 2 [1- F(2)1=0. 0456 








(r - 6( تمارين‎ 


: كم يجب أن يكون حجم العينة # ليصبح‎ » )١1- 5( ني المثال‎ )١ 
«P(IX -100(<0.5(>001- | 


ب 0.001 > (0.5 < 1001- 2011 . 


۳4۸ الإحصاء والاحتمال 


۲) إذا افترضنا أن الدرجات في امتحان عام تتوزع » على وجه التقريب » وفق التوزيع 
الطبيعى (100 ,72) ١‏ ففى جموعة عشوائية 
الامتحان » ما احتمال أن يختلف متوسط درجاتهم عن 72 بأكثر من 3 درجات؟ 


تتضمن مائة طالب ممن أدوا هذا 


۳) ما أصغر حجم عينة ينبغي أخذها من مجتمع طبيعي فيه 10 = لاو 20 = » 3 
يزيد احتهال تجاوز متوسط العينة لضعف متوسط المجتمع عن 0.025؟ 


0 //)2, 2( » و#ثلاثة متغيرات مستقلة وتوزيعاتها » على الترتيب‎ ۲١ × إذا كان‎ )٤ 
فاحسب:‎ » N )4, 4( » N, 2( 
>ل)صى‎ X <S4- Î 
› P(X-2<5 ب-4‎ 
« P(2X+ ج-(5 <لاآ‎ 
«P(Z+2<S4X-YS+3)_ د‎ 


. P(Xz Y 2-3 < 0(- ه‎ 


۵ يتوزع المتغيران المستقلان »دو ۲ وفق 02 ,2/01 و62 2 ,۸)2 » على الترتيب . 
| جإذاكان6-3و(7)6+27510 فاحهه 1 
ب__إذا كان 0 -ير و 0.4 = (3 >۲ - P)4×‏ فاحسب 6 . 


ج_إذا كان 5 = (10 < الا -غ2)1216/ و 0.9 = (5> 72007 فاحسب لاو 6 . 


1) يتوزع طول نصف قطر دولاب صغير ينتجه مصنع معين وفق التوزيع الطبيعي 
0.0001 ,771 (القياس بالسنتيمتر) . ويتم إنتاج الدواليب بصورة مستقلة ثم تجمع 
عقب ظهورها في خط الإنتاج أزواجا. ونعتبر أن الزوج من الدواليب مرض إذا 
اختلف نصفا القطرين للدولابين بأقل من 0.03 سم . 


التوزيع الطبيعي ۳4۹ 


| -مانسبة الأزواج المرضية من الدواليب ؟ 

ب من بين خمسة أزواج ما احتمال أن يكون أحدها على الأقل غير مرض ؟ 

ج_إلى أي حد ينبغي تخفيض الانحراف ال معياري لطريقة الإنتاج كي تصبح نسبة 
الأزواج المرضية 99%؟ 


۷) وجد طبيب يعمل في عيادة أن الأؤقات التي تستغرقها استشارات المرضى مستقلة 
بعضها عن بعض» وتتبع التوزيع الطبيعي بمتوسط يساوي 5 دقائق وانحراف 
معياري 1.5 دقيقة . ويقابل مرضاه» على التتالي» بدون فواصل زمنية بين مريضين » 
مبتدئا عمله الساعة العاشرة صباحا. ما الموعد الذي ينبغي للمريض العاشر أن 
يرتبه مع سيارة أجرة بحيث يطمئن باحتمال 99% أن السيارة سوف لا تنتظره ؟ وإذا 
كان الطبيب سيقابل 2 مريضا قبل انصرافه» فا احتمال مغادرته للعيادة قبل 
الساعة 12 ظهرا ؟ 


۸) عمر قطعة إلكترونية مقاسا بالساعات يتوزع وفق التوزيع الطبيعي» لنفرض أن 
06 من هذه القطع يتجاوز عمرها 2160 ساعة و 3.92% يتجاوز عمرها 17040 
ساعة . 
| -أحسب متوسط التوزيع وانحرافه المعياري . 

ب إذا أخذنا عينة من 100 قطعة فاتحسب احتمال أن يكون متوسط العمر في 
العينة : 
© أكبر من 10000 ساعة » 
0) أقل من 8000 ساعة . 


(:1) وأقعا بين 8000 و 10000 ساعة . 


٩‏ الأجر الأسبوعي بالريال الذي تدفعه شركة إلى عمالها يتوزع تقريبا وفق التوزيع 
الطبيعى (324 ,200) 27 . 


0٠١‏ الإاحصاء والاحتمال 


أ أحسب احتمال ألا يختلف متوسط الأجر الأسبوعي لعينة عشوائية من 9 عمال 
عن متوسط المجتمع 200 بأكثر من 12 ريالا. 

ب كم يجب أن يكون حجم العينة حتى لا يختلف متوسطها عن متوسط 
المجتمع بأكثر من ستة ريالات إلا بنسبة بسيطة لا تتجاوز 1096 ؟ 


)٠١ :‏ على مدير شركة أن يقابل 20 مرشحا لوظيفة . ويعلم من تجربته السابقة أن وقت 
المقابلة مقاسا بالدقيقة يتوزع وفق التوزيع الطبيعي (9 ,10) ١‏ . ويبدأ مقابلاته 
الساعة التاسعة صباحا. في أي وقت ينبغي له أن يطلب فنجان القهوة ويرتاح لمدة 
ربع ساعة إذا أراد أن يكون مطمئنا باحتمال 99% إلى أنه قد انتهى في ذلك الوقت من 
مقابلة 50% من المرشحين؟ وما احتمال أن ينتهي من كل المقابلات عند الساعة 
الواحدة بعد الظهر؟ 


)١‏ يتوزع وزن أمتعة المسافر جوا وفق التوزيع الطبيعي بمتوسط 20 كغ وانحراف 
معياري 5 كغ . ويتسع نوع معين من الطائرات ل 100 راكب . ما هو احتال أن 
يتجاوز الوزن الكل لأمتعة المسافرين 2150 كغ؟ 


١‏ عمر صمام كهربائي مقاس بالساعة يتبع التوزيع الطبيعي 02 ,200) × . إذا 
اشترى شخص عشر صامات وأراد باحتمال 0.95 ألا يقل متوسط عمر الصهامات 
العشرة عن 190 ساعة» فا هي أكبر قيمة يمكن أن يأخذها الانحراف المعياري م؟ 


۳ بالإشارة إلى التمرین رقم ۲۸ من مجموعة التهارين (5 - 7)» لنفرض أن حمس 
بقالات متجاورة متضامنة بالنسبة إلى توفير تلك السلعة للزبائن. وأن مبيعاتها 
خلال أسبوعين من تلك السلعة مستقلة بعضها عن بعض وأن كلا منها تتبع 


التوزيع الطبيعي 0\۱ 


التوزيع الطبيعي بمتوسطات هي 200 > 240 » 180 » 260 » و 320 كغء وتباينات 
هي ع على الترتيب» 225 » 240 » 225 » 265 » 270 كغ . اكتب متوسط وتباين 
الطلب على السلعة خلال أسبوعين» وحدد إلى ثلاثة أرقام معنوية المستوى الإجمالي 
لمخزونها من تلك السلعة الذي ينبغي توفره عند طلب بضاعة جديدة بحيث يكون 
احتمال عدم نفاذها 0.99 . 

احسب احتمال أن يتجاوز مجموع مبيعات البقالات الخمس من تلك السلعة 
خلال عشرة أسابيع 6200 كغ . 


)٤‏ مصنع مربيات يضع في كل عبوة ثماني علب من ثمانية أنواع مختلفة . والمفروض أن 
تزن كل علبة 50 غراما. ولكن عمليا يتبع وزن كل علبة التوزيع الطبيعي 
(1.21 ,52 ۸» وبصورة مستقلة من نوع إلى آخر. 

أ _مانسبة العلب التي تزن أقل من 50 غراما؟ 

ب -ما نسبة العبوات التي تقل عن 400 غراما؟ 

ج_ما احتمال أن تزن واحدة أو أكثر من العلب ضمن عبوة أقل من 50 غراما ؟ 

د -كم ينبغي أن يكون الانحراف المعياري لوزن العلبة إذا أردنا ل 9996 من 
العبوات أن تزن أكثر من 400 غراما؟ 


6 أوزان الأشخاص الذين يستخدمون مصعدا معينا تتوزع وفق التوزيع الطبيعي 
سط يشاوئ 0 لييرة وانحراف معياري 20 ليبرة . والحد الأعلى المسموح لحمولة 
المصعد هو 650 ليبرة . 

١‏ بصورة عشوائية» يجتمع أربعة أشخاص في المصعد. ما هو احتمال تجاوز 
الحمولة القصوى؟ 


ب - بصورة عشوائية يوجد شخص واحد في المصعد ومعه أمتعة تزن ثلاثة أمثال 


YoY‏ الإحصاء والاحتال 


وزنه» ما هو احتال تجاوز الحمولة القصوى؟ 
فسر أي اختلاف بين جوابيك في )١(‏ و (ب). 


(5 -0) نظرية النهاية المركزية 


تعرض نظرية النهاية المركزية» وتحت شروط عامة جداء أن كلا من مجموع 
ومتوسط عينة عشوائية » مسحوبة من مجتمع ماء يمتلك عند تكرار هذه العينات عددا 
كبيرا من المرات » توزيعا له» على وجه التقريب» شكل الجرس . وربا كان من الأفضل 
إيضاح هذه العبارة بمثال . 


لنعتبر المجتمع المتولد عن قذف حجر نرد عددا كبيرا جدا من المرات . وقد رأينا 
توزيعه في المثال (5-1). لنسحب عينة من خمسة قياسات ٠-5‏ من المجتمع 
وذلك بقذف حجر النرد حمس مرات وتسجيل الملاحظات الخمس الناتجة . ثم نحسب 
مجموع هذه الملاحظات الخمس ,×< ومتوسطها » ويبين الجدول (5 )١-‏ نتائج تكرار 
هذه العملية مائتي مرة. كما يبين الشكل (0 -۸) المدرج التكراري للقيم المائتين ل × 
(أو :×< ) . وتنبغي ملاحظة النتيجة المهمة التالية : 


بالرغم من أن التوزيع الاحتالي ل × له شكل أفقي تماماء إلا أن المدرج 
التكراري لمائتين من قيم ‏ (وهو يقدم صورة أولية عن شكل التوزيع الاحتإلي للمتغير 
xX‏ أو للمتغير ;× ) يتخذ شكلا مقببا قريبا من شكل الجرس» وکل زاد حجم 
العينات المسحوبة عن خسة اعتدل شكل المضلع التكراري ليقترب أكثر فأكشر من 
شكل التوزيع الطبيعي . وبعبارة أخرى. لو أننا أخذنا 10 < # ي مثالناء أى لو أثنا 
قذفنا حجر النرد عشر مرات بدلا من خمس» ثم سجلنا نتائج مائتي عينة من هذا 
الحجم» ورسمنا المدرج التكراري للقيم المائتين ل ر > فمن المتوقع الحصول على 


التوزيع الطبيعي For‏ 


شكل أكثر قربا من شكل الجرس . ولا بد من ملاحظة أنه للحصول على فكرة أدق عن 
شكل التوزيع الإحتالي ل × نحتاج » نظرياء إلى عدد لا نهائي من العينات» أو 
لنقل» بصورة عملية» إننا نحتاج إلى عدد من العينات أكبر بكثير من المائتين التي 
تضمنتها التجربة هنا. ومع ذلك فإن الشكل الذي تقدمه العينات المائتان كاف 


جدول :)١-0(‏ مثنا عينة من مجتمع قذف حجر نرد 


3,1,6,4,1 
4,6,6,5,2 
5,9,2,5,2 
4,4,5,2,2 
2,3,6,3,3 
6,6,2,5,4 
6,3,3,2,6 
3,1,5,15 
6,2,5,5,4 
6,5,6,6,6 
6,6,1,1,2 
1,4,1,4,6 
4,6,3,5,5 
4,3,3, 5 
4,6,2,3,1 
1,4,3,4,5 
3,4,3,1,4 
3,3,3,6,4 
6,3,4,4,6 
5,4,2,2,6 
4,5,5,2,2 
1,5,2,3,1 
3,5,6,5,3 
5,3,6,4,3 
6,2,3,2,5 
5,4,5,1,6 
4,1,6,2,6 
6,6,6,2,2 
3215 
1,2,2,3,3 
6,5,1,6,2 
6,3,1,2,5 : 3,1,2,2,2 





نان 


الإحصاء والاحتال 


تابع جدول )۱-٥(‏ 


5,2,5,11 
3,3,4,1,2 
3,1,4,3,3 
5,2,6,1,2 
1,2,6,3,1 
4,6,2,2,1 
4,4,4,1,4 
3,3,02 
2,6 
6,6,4,2,4 
3,2,2,1,4 
3,2,2443 
5,3,1,14 
6,1,3,3,4 
3,3,6,3,1 
5,2,23 
3,2,6,1,1 
5,1,6,5,5 
5,1,2,65 
2,3,6,3,3 
4,32,115 
4,5,5,1,3 
6,3,4,5,1 
1,6,2,2,1 
3,1,1,25 
5,4,1,2,5 
3,2,6,6,2 
3,4,5,5,3 
3,5,5,5,4 
6,2,5,5,1 
2,3,2,4,2 
6,1,4,1,5 
5,6,1,6,5 
2,6 
1,3,2,4,3 
6,4,4,5,5 
3,1,6,2,4 
2,1,1,6,2 
4,4,1,5,5 
2,4,5,1,2 
5,13,235 
3,2,2,5,6 





3,4,1,1,6 
6,2,5,5,6 
3,1,1,4,6 
3,2,6,5,4 
6,4,1,5,3 
3,2,2,6,4 
5,4,1,2,2 
1,4,2,4,5 
1,6,1,5,2 
3,1,1,4,4 
1,5,6,5,4 
4,1,6,6,5 
2,4,6,4,5 
6,2,2,6,1 
5,1,2,4,1 
6,1,6,1,6 
6,5,5,5,1 
5,3,3,6 
3,6,4,5,4 
3,23 
2,614 
2,1,2,2,1 
2,4,3,3,5 
1,2,2,6,5 
4,3,5,33 
4,6,1,1,2 
4,2,1,1,2 
3,3,4,4,2 
4,1,4,5,4 
4,1,2,6,3 
1,1,6,1,5 
3,2,5,1,5 
5,2,4,6,6 
3,3,6,5,1 
4,4,5,2,6 
4,2,4,4,2 
4,5,5,2,1 
2,5,5,3,2 
2,3,3,1,5 
1,5,2,3,2 
3,4,2,23 
5,3,2,3,4 





التوزيع الطبيعي ووم 


تابع جدول )١-65(‏ 


2:4,2,2,2 
4,6,6,6,2 
3,6,5,4,4 
2,3,4,4,3 
2,6,5,3,5 
6,3,5,2, 1 
4,3,2,2,1 
3,5,2,23 
4,3,6,1,2 
5,5,1,6,2 
6,2,3,3,2 
1,4,4,4,2 
5,6,3,6,4 
5,13,5,3 
4,4,1,3,5 
5,3,1,2,4 
1,1,1,6,1 
4,5,4,4,6 
5,2,6,6,6 
5,6,5,5,5 
6,5,1,6,4 
4,2,3,4,6 
5,2,4,22 
2,6 
6,1,4,5,2 
2,3,1,4 








لتوضيح الفكرة الأساسية التي تتضمنها نظرية النهاية المركزية» والتي نعرضها في العبارة 
المبسطة التالية : 


(ه _ )١ ١‏ الفكرة الأساسية لنظرية النهاية المركزية 

إذا سحبنا عينات عشوائية حجم كل منها 7 2 من مجتمع متوسطه دا وانحرافه 
المعياري © محدودان» فإن توزيع متوسط العينة × يتطابق تقريبا مع التوزيع الطبيعي 
بمتوسط يساوي د وانحراف معياري حب . وستزداد دقة التقريب كلا ازداد» . 


دوم الاحصاء والاحتال 


20 





20 : 
0.20.4 0.6 0.8 1 1.2 1.41.6 1.8 2 2.2 2.4 2.6 2.8 3 3.2 3.43.6 38 4 4.24.4 4.6 4.8 5 5.25.4 5.65.8 6 2 


شكل (8-5) مدرج التكرار لمتوسطات العينات المائتين المسحوبة من مجتمع قذف حجر النرد 


ويمكن إعادة صياغة النظرية لتتفق مع ,× ر بدلامن بر . فنقول إن 
توذيع ,×< سفن أبعت إل أن يسيع طا بج رط اری 1 اناف 
معياري بيس > وذلك عندما يصبح « كبيرا جدا . 


وتبدو أهمية نظرية النهاية المركزية من زاويتين» فهي توضح أولا نزوع العديد من 
المتغيرات العشوائية إلى أن يكون توزيعهاء بصورة تقريبية» هو التوزيع الطبيعي . إذ 
يمكن» مثلاء أن نتصور طول الإنسان حصيلة عدد كبير من المؤثرات العشوائية» مثل 
طول الأب » وطول الأم» والمورثات (وعددها كبير) » ونشاط الغدة أو الغدد ذات 
العلاقة بالطولء والبيئة أو المحيط بأنواعه» والتغذية» إلخ. وإذا كانت آثار هذه 
العوامل» تضاف بعضها إلى بعض » لتنتج واقعا معينا بالنسبة إلى طول الإنسان فعندئذ 


التوزيع الطبيعي | ov‏ 


يمكن اعتبار الطول كحصيلة لعدد كبير من المتغيرات العشوائية . وهكذا تنطبق نظرية 
النهاية المركزية» ويكون توزيع متغير الطول هوء على وجه التقربب » التوزيع الطبيعي» 
وذلك بصرف النظر عن توزيع أي من المتغيرات العشوائية التي تؤثر في حديد الطول . 
وهذه بالطبع محاولة للتعليل » ليس أكثرء إذ أن ما يجري في الواقع غير معروف لنا 
بصورة دقيقة» ولكن ما يمكن قوله» على كل حال» هو إن نظرية النهاية المركزية توضح 
سبب وجود العديد من المتغيرات العشوائية التي نصادفها في حياتنا العامة والتي 
نعتبر أن توزيعها الاحتمالي هو التوزيع الطبيعي . 


ومن زاوية أخرى نجد أن العطاء الأكثر أهمية لنظرية النهاية المركزية» يتعلق 
بمسألة الاستقراء الاحصائي . فالعديد من الإحصاءات التي تستخدم للقيام 
باستقراءات حول معلمات توزيع (وهي تمثل خصائص مهمة لمجتمع القياسات) مثل 
#» احتمال النجاح في التوزيع الثنائي» أو ير متوسط التوزيع الطبيعي إلخ. هذه 
الإحصاءات تأخذ شكل مجموع لقياسات العينة أو متوسط هذه القياسات . وإذا كان 
الخال كذلك» وكانت «” كبيرة بكفاية» فيمكننا اعتبار التوزيع الطبيعي تقريبا جيدا 
للتوزيع الاحتمالي لذلك الإحصاء . وهو ما تمس الحاجة إليه عند القيام بأي استقراء 
إحصائي . وسنجد في الفقرات القادمة العديد من الاستخدامات المفيدة للغاية لنظرية 
النهاية المركزية . 

والسؤال الذي يفرض نفسه هناء هو: كم يجب أن يبلغ حجم العينة ‏ حتى 


يصبح التقريب الناشيء عن تطبيق نظرية نهاية المركزية تقريبا جيدا من وجهة النظر 
العملية؟ 


ولسوء الحظ لا يوجد جواب عام ومحدد تماما لهذا السؤال . ويتعلق الأمر بالتوزيع 


مهم الإحصاء والاحتهال 


وهكذا. وغالبا ما يكون لكل حالة حكمهاء معتمدين » بصورة رئيسة» على ا خيرة 
السابقة والتجربة . ونشعر بكثير من الراحة عند النظر إلى مثال قذف حجر النرد المذكور 
أعلاه» فقد لاحظنا أن المدرج التكراري للقيم ال200 ل م قرب من شكل الخرض 
بالرغم من أن حجم العينة الذي استخدمناه لم يتعد الخمسء وبالرغم من أن التوزيع 
الذي تأتي منه العينات هو خط أفقي (انظر الشكل (۳ ©)) وبعيد جدا عن شكل 
الجرس . . وبصورة عامة؛ يمكن القول إنه كلا كانت درجة التناظر في التوزيع الذي 
نعاينه عالية كان التقريب جيدا حتى في عينات صغيرة الحجم . 


تمارين (©-1) 


)١‏ بالإشارة إلى التمرين ١١‏ من مجموعة التهارين (۳-١)ء‏ لنفرض أن الشخص يقوم 
ب 250 رحلة في السنة إلى عمله . وليكن ¥ متوسط عدد الإشارات الحمر التى 
يواجهها في الرحلة الواحدةء احسب( ۲ ( E‏ 5 (ع cv)‏ ثم احسب (1.5 > ا )م 


00 ا و لدا سيارة واحدة. 5 
لدا أربع 8 3 علد السيارات ا , 


أ _احسب (8)0 › (×)۷ . 

ب-احسب (× )ع » (× )۷ حيث × متوسط عينة عشوائية من 100 أسرة . 

ج-إذا كان لكل سيارة مس عجلات فا المتوسط والانحراف المعياري لعدد 
العجلات للأسرة الواحدة. 


د احسب بصورة تقريبية (1 > xX‏ )م 3 


۳) تذبح مضافة عربية كل يوم 1 » 2 » 3 ٠‏ أو 4 خراف باحتمالات هي» على الترتيب» 
١ 0.2 ٠ 0.3 4‏ 0.1. ما هو الحد الأدنى لعدد الخراف التي ستلبي باحتهال لا يقل 


التوزيع الطبيعي ۳0۹ 


عن 0.99 حاجة المضافة من الذبائح لفترة 120 يوما؟ (نفترض أن حاجة المضافة في 


5) متوسط الوزن في قطيع ضخم من الخراف هو 82 كغ بتباين يساوي 4.84 كغ۲ . ما 
احتمال أن يقع متوسط الوزن في عينة عشوائية من 80 خروفا بين 8.3 و 8.4 كغ؟ 


)١-١(‏ تقريب التوزيع الثنائي بالتوزيع الطبيعي 


رأينا في الفصل السابق عدة تطبيقات للتوزيع الثنائي إقتضت جميعها حساب 
اختمال أن يأخذ × > وهو عدد النجاحات من بين ” تكراراء قيمة معينة أو يقع ضمن 
فترة معينة» وقد اقتصرنا هناك على أمثلة تكون « صغيرة فيهاء وذلك بسبب مشقة 
الحسابات عندما تكون * كبيرة . ولنفرض » مثلاء أننا في حاجة لحساب احتمال وقوع × 
ضمن فترة معينة »> حيث 1000 - 7 » فمع أن مثل هذا العمل ليس مستحيلاء إلا أنه 
ممتنع إلى الحد الذي نريد معه تجنب الغوص في الحسابات . وتقدم نظرية النهاية المركزية 
حلا ذه المشكلة .. ذلك لأنه يمكن النظر إلى عدد النجاحات × كمجموع يحقق شروط 
نظرية النهاية المركزية . فإذا اصطلحنا على أن يوافق النتيجة5 (أو النجاح) العدد 1 
ويوافق النتيجة* (أو الفشل) العدد صفر. فعندئذ تكون نتائج التكرارات المستقلة ل ” 
عبارة عن متتالية من المتغيرات المستقلةا ,... ,وكا ,× »> حيث يأخذ كل,× إما القيمة 1 
أو القيمة صفر. ويكون عدد النجاحات × هو بالضبط. عدد مرات ورود ال1 في تلك 
المتتالية أو مجموعها. أي أن 


XxX. 


1 


2 


532 


1 
سم 


1 


وبا أن كل:× يتوزع وفق التوزيع الثنائي النقطي أو توزيع بيرنوللي » [انظر مطلع 
الفقرة )١ - ٤(‏ ونهاية الفقرة  ٤(‏ ۷)] فتصبح نتائج التكرارات المستقلة ال * وهي 


۳۰ الإحصاء والاحتبال 


بو ,... × ١‏ × عينة عشوائية من مجتمع بيرنوللي » ويصبح × مجموع هذه العينة. ووفقا 
لنظرية النهاية المركزية يكون التوزيع التقريبي للا » في حالة * كبيرة بكفاية» هو 
التوزيع الطبيعي بمتوسط يساوي م وتباين يساوي 4 م ” .وبالتالي يمكن استخدام 
جدول التوزيع الطبيعي المعياري لحساب احتالات تتعلق بالمتغير × » ولكن بصورة 
مثال (ه-١)‏ 


لتأحذ التوزيع الثنائي في حالة 10 = ” 2٠‏ -م . وعندئذ يكون 5 = 0 = لم 
و1.58 - 4ض /رد = > احسب © > ×> 2)م باستخدام التوزيع الثنائي أولا ثم 


الحل 
10 10 10 
_ )10/1 101/1 01/1 

X94) 06) = 02‏ ))9 = © > > 2)م 
وهذا الاحتمال هو مجموع مساحات المستطيلات المقامة فوق 2 و 3 و 4 في 
المدرج الاحتمالي (انظر الشكل (5 -4)) وإذا اعتبرنا × كأنه» على وجه التقريب» 
متغير (2.5 N65,‏ » فإن نظرة سريعة إلى الشكل (1-5) ستوضح أن المساحة تحت 
منحنى الكثافة الطبيعي من 2 إلى 4 تهمل النصف الأيسر من مساحة المستطيل المقام 
فوق 2 » والنصف الأيمن من مساحة المستطيل المقام فوق 4 » وأن التقريب سيكون 

أفضل لو أخذنا بدلا من (4 > × > 2)2» العبارة (1/2 + 4 >× > 1/2 -2)2 . ولكر:, 


[كحكط )م -[كحقد). -(4.5 P(1.5S X<‏ 





= F(- 0.316( - F(- 2.215) 

= 1 - 7)0.316( - |1 - )2.215([ 

= F(2.215) - F (0.316) = 0.9866 - 0.6240 
= 6 
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شكل ( -۹) تقريب التوزيع الثنائي بالتوزيع الطبيعي 


والقيمة الناتجة صحيحة إلى رقمين عشريين بالرغم من أن لا تتجاوز العشرة. 
ويعود الفضل في جودة التقريب هنا إلى تناظر التوزيع الثدائي في حالة 0.5 = م » وإلى 
تعديل فترة تغير × » مأخوذا كمتغير طبيعي مستمر» بحيث تغطي تماما المستطيلات 
الموافقة للحادثة التي نحسب احتاها. وتسمى إضافة أو طرح 1/2 » عملية تصحيح 
من أجل الاستمرار. 


وعندما يكون ‏ صغيرا و م قريبا من الصفرء أو قريبا من الواحد» فإن شكل 
المدرج الاحتمالي سيكون ملتويا بشدة (أي تتجمع معظم المساحة إلى جانب 0 -* أو إلى 
جانب7 = ×» على الترتيب) وبالتالي سيكون بعيدا جدا عن وضع التناظر. وفي مثل 
هذه الحالات سيكون التقريب سيئا ما لم تكن ” كبيرة بكفاية . 


مثال(ه-5١)‏ 
موثوقية قطعة إلكترونية هي احتمال أن نختار واحدة من كومة إنتاج فنجدها 
تؤدي المهمة التي صممت من أجلها. أحسب احتمال أن نجد ما لا يقل عن 27 قطعة 
لا تعمل من بين عينة عشوائية تتضمن 1000 قطعة وذلك تحت الفرض بأن الموثوقية 

هي 0.98 . 


۳۲ الإحصاء والاحتهال 


الحل 
المسألة هي مسألة توزيع ثنائي فكل قطعة تختارها إما أن تعمل أو لا تعمل . 
وإذا اعتبرنا نتيجة «القطعة لا تعمل» نجاحاء يكون 002 = م ويكون المطلوب 
1000 
8 1000 
P(X>27)= J,‏ 


- )0.98( * (02 م6 
x= 27‏ 


والحساب الدقيق لهذه النتيجة يتطلب جهدا كبيرا. وباستخدام تقريب التوزيع 
الطبيعي نحسب المساحة تحت المنحنى الطبيعي إلى اليمين من 26.5 = × ( لاحظ أنه 
ينبغي استخدام 5 - × بدلا من 27 = × بحيث تشمل المستطيل الاحتالي المقام فوق 
النقطة 27 = × ). وذلك باعتبار أن × يتبع على وجه التقريب» التوزيع الطبيعي 
بمتوسط يساوي 
x 0.02 = 0‏ 1000 - مره = jı‏ 
وانحراف معياري 


N «+ pq = N 1000٠ 0.02 x 0. 98 = 4. 3‏ - و6 


وهكذا نجد قيمة تقريبية للاحتمال المطلوب : 


3 -26.5 د XH‏ 
دح 


P(x > 26.5) = أم‎ > 2 


26.5- 0 
4. 43 


= 1 - F (1.4) =1 — 0. 9292 = 0. 0708 


1.40 >2 =| <2 )م - 


مثال(ه-6١)‏ 
حيث إصابتهم بالزكام لمدة سنة . وقد نجا 68 منهم من الإصابة بالزكام . ولنفرض أننا 
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نعلم من معلومات سابقة أن احتمال عدم الإصابة بالزكام هي بصورة طبيعية وبدون 
استخدام اللقاح 0.5 . أية نتائج يمكنك استخلاصها من هذه التجربة حول فعالية 
اللقاح؟ 


لحيل 
لنحسب احتمال نجاة 68 أو أكثر من الإصابة بالزكام تحت الفرض بأن 0.5 -م » 
5- 500.5 /يد = 50:6 = )0.5( 100 - م م دنر 
| 0 67 
5 


F (3. 5)= 0.0002‏ -1 = < 2 |م = )68 > x‏ )م 


لقد قمنا با لحسابات مفترضين أن اللقاح غير فعال» وأن العدد 68 الذي حصلنا 
عليه» وهو أكبر من المتوقع تحت هذا الفرض» كان محض مصادفة . ولكن الاحتمال 
الناتج صغير جداء وهو يعني » عملياء أنه لو كان ما افترضناه صحيحا وكررنا التجربة 
نفسها عددا كبيرا جدا من المرات فإننا سنجد نتيجة كالنتيجة التي حصلنا عليهاء أو 
أفضل » في تجربتين من كل عشرة آلاف تجربة» وهذا يثير الكثير من الريبة في صحة ما 
افترضناه» ويدعو إلى الاعتراف بفعالية اللقاح في الوقاية من الركام . 
مثال (ه-١5١)‏ 

يتضمن امتحان خمسين سؤالا من النوع متعدد الاختيارات» ولكل سؤال ثلاثة 
أجوبة مقترحة» واحد منها فقط هو الجواب الصحيح؛ ولكي ينجح الطالب لا بد له 
من الإجابة بصورة صحيحة على عشرين سؤالا على الأقل . 


| _احسب احتمال نجاح طالب غير مؤهل يختار جوابه عن كل سؤال عشوائيا . 
ب_مع بقاء عدد الأسئلة ودرجة النجاح کا هي» كم يجب أن يكون عدد 


الاخختيارات المطروحة أمام كل سؤال ليصبح احتمال نجاح طالب يختار جوابه عشوائيا 


أقل من 0.01؟ 
ج-في حال وجود اختيارين فقطء كم يجب أن تكون درجة النجاح بحيث لا 


يزيد احتمال نجاح طالب يختار جوابه عشوائيا على الواحد في المائة؟ 


الحل 
ا-ليكن ×عددالأجوبة الصحيحة› فلدينا 1/5 = 0 › 50 = * » والمطلوب 


P(X> 20)‏ . وباستخدام التقريب الطبيعي نجد : 


4 - ل = وو لہ =ہ , © = ×0 دم دمر 
- 19.5 
F )0.85( =1 - 03‏ - 1 = 2 ۾ م = )20> P(X‏ 


3 
= 0. 8 


P(X >20) = دع م‎ 95-502 < 0. 01 
ليه‎ 50 p (1 -— p7 


5 19.5-50 م‎ o 
SOP )1- (م‎ 
195-502 وودد‎ 

( -1)م 50 


والمطلوب قيمة م التي تحقق هذه المتباينة وتجعل المقدار م50 - 19.5 موجبا ىا 
ينبغي أن يكون . وبتربيع الطرفين والإصلاح نجد : 
0< 380.25 + م 2221.45 - 2م 2771.45 
وهذه تتحقق إذا كان 0.55 < م أو 8 > م . ولكن قيم م الأكبر من 0.55 
مرفوضة لأنها تجعل م50 - 19.5 سالبا. وبها أن عدد الاختيارات هو بالضرورة عدد 
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صحيح فعلينا أخذ أول نسبة تقل عن 0.248 ويكون جداؤها بعدد صحيح مساويا 
للواحد تماما. والنسبة المطلوبة هي إذا 0.2 » وهذا يعني أن عدد الاختيارات المطروحة 
أمام كل سؤال ينبغي أن تكون خمسة . 


ج_المطلوب تحديد عدد صحيح ۾ يحقق المتباينة التالية : 
P(X > 2> 1‏ 
حيث 50 =۸ » 1/2 = م » وبالتالي 25 = »54 3 = C= N12.5‏ . 


25 - 4-5 
41>001 ا كه < أ = )۾ > 1 )0 
54 .3 


a-25.5 
ت م‎ <6 
أ‎ 3.54 ١ و‎ 


a¬- 25.5 


. 4= ه 2.33 < 
4 .3 


)٥ ۔٥( تمارین‎ 


)١‏ عند تصالب حبتي بازيلاء لكل منها زوج من المورثات (أحرء أبيض) يُتوقع أن 
تكون زهور ربع النسل بيضاء . إذا فحصنا 64 نبتة ناتجة عن مثل هذا التصالب فا 
احتال أن نجد 16 منها بالضبط ذات زهور بيض؟ 


؟) نسبة القطع غير الصا حة التي تنتجها آلة هي 20% . أحسب بصورة تقريبية احتمال 
أن تتضمن عينة عشوائية من 400 قطعة من إنتاج هذه الآلة أكثر من 96 قطعة غير 
صالحة؟ 


*) نقذف حجر نرد 300 مرة» ونعتبر الحصول على 1 أو 2 «نجاحا». استخدم تقريب 
التوزيع الثنائي بالتوزيع الطبيعى لحساب احتمال ألا يحيد عدد النجاحات عن 100 
بأكثر من 15 . 


۳٦٦‏ الاحصاء والاحتال 


)٤‏ في بلدة كبيرة يعطي نصف الناخبين» عادة» أصواتهم للمرشح ۾ . ويسأل كل من 
0 باحثا إحصائيا عينة عشوائية من 16 من الناخبين عن المرشح المفضل . استخدم 
جدول التوزيع الطبيعي لحساب تقريبي لعدد الباحثين الذين تتوقع أن يفيدوا بأن 
أقل من 6 من عينتهم فضلوا المرشح 4 . 


٥‏ يزرع رجل في حديقة منزله بذور زهور يقال أن 60% منها ينبت . إذا زرع 60 بذرة فما 
احتمال أن ينبت منها 15 بذرة أو أقل؟ 


)١‏ لتعيين مشرف على آلة حاسبة الكترونية تتطلب إحدى الشركات من المرشحين 
اجتياز اختبار كتابي . وتتألف ورقة الامتحان من 100 سؤال متعدد الاختيارات» 
ولكل سؤال ثلاثة أجوبة مقترحة أحدها فقط صحيح . والنجاح في الاختبار يقتضي 
الإجابة الصحيحة على 40 سؤالاء على الأقل . والمطلوب 
| -احتال نجاح متقدم يختار الجواب على كل سؤال عشرائيا؟ 
ب__أكبر عدد من الأسئلة ينبغي أن تتضمنها ورقة الامتحان إذا أردنا لاحتمال نجاح 

متقدم يختار أجوبته عشوائيا أن لا يتجاوز ال196؟ 


۷ من تلاميذ مدرسة لم يكن في سجلهم خلال عام دراي مله أي يوم غياب 
بسبب المرض . وي الصف السادس من هذه المدرسة يوجد 120 تلميذا. أوجد 
عددا + بحيث يكون احتمال أقل من تلميذ صف سادس بدون أي يوم غياب 
مرضي يساوي 0.01 أعرض الفرضيات التي اعتمدت عليها؟ 


۸( إذا كان 55% من الناخبين في مدينة كبيرة يؤيدون قضية ف احتمال أن تظهر عينة 
عشوائية من 100 ناخب من هذه المدينة أغلبية لصالح القضية؟ 
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٩‏ احتمال أن نستكمل بنجاح سلسلة من العمليات في تجربة معينة هو 0.44 . إذا بدأنا 
5 من مثل هذه التجارب بصورة تضمن استقلال كل تجربة عن غيرها من 
التجارب» فا احتهال أن نستكمل بنجاح أقل من 25 منها؟ بين أنه إذا كان احتمال 
النجاح 0.04 فقط فإن احتمال أربع نجاحات على الأقل هو حوالي 1/4؟ 


٠‏ بالإشارة إلى التمرين ٠١‏ من مجموعة التمارين 7 - )١‏ هل يمكنك الآن إعطاء 


جواب تقريبى؟ 


١)بالإشارة‏ إلى التمرين ١5‏ من مجموعة التمارين »)١-7(‏ هل يمكن إعطاء جواب 
تقريبي؟ 


)07١-5(‏ فترة ثقة لمتوسط مجتمع طبيعي تباينه معروف 


ذكرنا عبر هذا الكتاب أن الإحصاء يبدف إلى التنبؤ أو اتخاذ قرار حول خاصة من 
خصائص مجتمع اعتمادا على المعلومات المتيسرة من عينة نأخذها من هذا المجتمع . وكا 
يوحي عنوان الفقرة فإن المجتمع الذي ينبغي دراسته هو مجتمع يخضع للتوزيع 
الطبيعي» أو مجتمع موصوف رياضيا بنموذج هو النموذج الطبيعي . وأن الخاصة التي 
تهمنا من خصائص هذا المجتمع هي متوسطه بر » مثلاء مع افتراض أن تباينه معروف 
ويساوي © . وما نريده هنا هو تحديد فترة» أي تحديد عددين حقيقيين» نستطيع أن 
نقول» بثقة عالية» إن المتوسط يقع بينها . 


لنأخذ عينة عشوائية حجمها * من هذا المجتمع» ولنرمز لمقاديرها ب 
Ky‏ ع م XK‏ ولمتوسطها ب × 1 فكما رأينا في الفقرة ٤  5[‏ (الخاصة ۳)]» يتوزع ¥ 
وفق التوزيع الطبيعي [ 2ك , بر )نم . ومعرفة التوزيع الاحتمالي ل × يعني بالنسبة لنا 


7- الإحصاء والاحتهال 


الشيء الكثير» إذ نستطيع تقديم وصف رياضي لمجتمع القياسات الموافق ل × » أي 
للقيم كافة التي يمكن أن يأخذها المتوسط ت لو أننا قمنا بأخذ عدد هائل من العينات 
المختلفة ذات الحجم « من هذا المجتمع . وسيسمح لنا هذا التوزيع بالإجابة بيسر 
وسهولة على أسئلة هامة من النوع : ما نسبة العينات التي يتجاوز متوسطها قيمة 
محددة؟ أو يقل عن قيمة محددة؟ أو يقع بين عددين محددين؟ الخ . وبصورة عامة» 
يمكننا اعتمادا على معلوماتنا من الفقرة  5(‏ 7) أن نكتب : 


u‏ - كر 
O‏ 
Vn‏ 





2= 








0 زه ع 
E.‏ 
أو 
U 0‏ 
اعد كور X+‏ كير > A EVE‏ ۸ )م 
وف هذه العبارة يمكن معرفةرر2 من جدول التوزيع الطبيعي المعياري حالما 
نحدد قيمة © » و 0 معروف» و« حجم العينة محدد سلفا. وإذا أمعنا النظر» سنجد 


منطوق هذه العبارة قبل أخذ العينة كالتالي : 


إن نسبة 0090 - 1) 100 من العينات ذات الحجم ” التي يمكن أخذها من هذا 

الملجتمع ستؤدي إلى قيمة ل ل بحيث تتضمن الفسترة الثى تدأ بالعدد 
ا 01 ت ت 

د ر ر 2 - * وتنتهي بالعدد و وري 2 + * القيمة الصحيحة لمتوسط 


المجتمع بر یی رد - چ حد الثقة الأدنى و حي رر 2 + ٭ حد 
الثقة الأعلى . 
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وتيسيرا للفهم › ولتشکہ تصور محسوس للفكرة التي نطرحها هناء دعنانحدد 
المقولة التي تشكل منطوق العبارة الاحتمالية أعلاه كالتالي : 

إن نسبة 9596 من العينات ذات الحجم # التي يمكن أخذها من هذا المجتمع 
ستؤدي إلى قيمة ل بحيث تتضمن الفترة 





(F - 1.96 E , زج 196+ جر‎ 


القيمة الصحيحة لمتوسط المجتمع هر . 


وعندما نأخذ العينة سنحصل على قيمة محددة # للمتغير العشوائي ر » 
وسنجد فترة معرفة تماما هي الفترة ا لممتدة بين العدد حى 6 - 3 والعدد 
ع 1.96 + + > وهذه الفترة إما أن تتضمن القيمة الصحيحة بر أو لا تتضمنها 
وليس هناك خيار ثالث . لم يعد هناك احتالات للموقف» فقد أطلقنا طلقة على الهمدف 
(أخذنا عينة وحددنا فترة ثقة) والنتيجة هي حتم| واحدة من اثنتين فإما أننا أصبنا الهدف 
(الفترة تغطي /م ) أو أننا لم نصبه (الفترة لا تخطي مر ) . وبا أننا نعلم قبل أخذ العينة أن 
نسبة عالية من العينات» (95% منها) تصيب الهدف » فستتولد عندنا ثقة عالية بأن 
العينة التي حصلنا عليها قد أصابت فعلاء مما يقترح تسمية النسبة العالية تلك «معامل 
ثقة». فنقول إن الفترة الناتجة هي فترة ثقة تتضمن نر بمعامل ثقة يبلغ 9596. والله 
سبحانه وتعالى وحده يعلم ما إذا كانت العينة التي حصلنا عليها حسنة الطالع (من 
بين ال 95% التي تغطي القيمة الصحيحة للمتوسط بر) أم أا سيئة الطالع (من بين 
ال 596 التى جانبها الصوابء إذ لا تغطى الفترة الناشئة عنها القيمة الصحيحة 
ا ٠‏ 





وبالطبع يمكن أن نكون أشد تحفظا فنأخذ 1 - » ويكون معامل الثقة 
0 - 0 - 1) 100 . ومن الطبيعى أن تكون الفترة التى نحصل عليها فى هذه الحالة 


۳V.‏ الإحصاء والاحتال 


أطول من سابقتها المقابلة لمعامل ثقة 95% . كا يمكن» على الوجه الآخرء أن نكون أقل 
تحفظا فنأخذ 0.10 = © » ويكون معامل الثقة 90% لفترة تمتاز بأنها أقصر من سابقتيها . 


مثال ٥(‏ ۔ ۱۷) 
يمثل البيان الإحصائي التالي إنتاج عشر شجيرات من الطماطم مقاسا 
بالكيلوغرام . 


2.3, 2.6, 2.2, 3.1, 4.0, 1.9, 2.7, 1.9, 3.3, 0 


ونعلم أن قياسات الإنتاج في مجتمع شجيرات الطاطم يوصف بتوزيع طبيعي 
تباينه 0.36 = 62 . أحسب 9090 » 9596 » و 99% فترة ثقة لمتوسط الإنتاج هر . 


الحل 


متوسط العينة × هو: 


2320.3027 = چ 


shew we 


0 فترة ثقة : 


09 << -1. 0.10 = ه. 0.05 = 2ح 1.645 = ووو2 = 77 
وك ال الطلوية : 


= 2.7 +± 0.31 = )2. 39,3. 01( 





95 o ليه‎ 0. 6 
X + 2 ا‎ =2. 7± 5 
a/2 Vn ۹/10 


0 فترة ثقة : 


Zeya = وروم2‎ 7 1.96 «0/2 = 0.025 va - 005 .1- 4 =5 


_ 0.6_ 
(3.07 ,2.33( = 0.37 ± 2.7 = ير 2 2.71% سيد 2/2 + x‏ 


0 فترة ثقة : 


۳۷۱ التوزيع الطبيعي‎ 
Za/2 ج‎ 20.005 = 2.58  @/2 = 0.05 u @ > 0.10 1 - a= 0.99 


_ 0.6 
FET 2.7 ± 0. 49 = (2.21, 3. 19(‏ .7+2 2 جني وري 2 + £ 


لاحظ أن فترة الثقة تتسع مع ازدياد معامل الثقة. 


في هذا المشال نخرج» مثلاء بالتقدير التالي : «بمعامل ثقة 9596 يقع متوسط 
الإنتاج دربين 2.33 كغ و 3.07 كغ . ولكن هب أننا اتفقنا على اعتبار منتصف الفترة قيمة 
تقديرية أو تقديرا لنرء فهذا شىء منطقي تماما إذ نقول إن متوسط العينة 2.7 = 1 هو 
تقديرنا لمتوسط المجتمع الذي جاءت منه العينة» ولكن الاكتفاء بذلك لا يضيف أي 
جديد إلى ما هو معروف تاريخياء إذ يلجأ كل خبير يريد القيام بعملية تخمين إلى أخذ 
عينة تمثل المجتمع» في رأيه» تمثيلا جيداء ثم يأخذ معلومات العينة ليعممها بصورة 
مباشرة على المجتمع . وكأن العينة هي صورة مصغرة للمجتمع» وليس علينا إلا تكبير 
هذه الصورة حتى نحصل على صورة المجتمع . ولكن ماذا عن الخطأ في هذا التقدير؟ لو 
رجعنا إلى العبارة الاحتمالية في مطلع الفقرة وهي : 


- 0 


O 5 4 -‏ 
1 -[ج7 ور 2 > بر دجي تعد ل ان 
لوجدنا أنها مكافئة للعبارة : 


فد | حو ون 2 > ]م - P(l#‏ 

و أ - ×| يمثل الخطأ المطلق للتقدير» فهو القيمة المطلقة لحيدان التقدير عن 
الشىء المراد تقديره . والعبارة الإحتالية تقول إنه باحتمال يبلغ © - 1) لا يتجاوز الخطأ في 
هذا التقدير المقدار حب وري 2 ± » وفي المثال السابق يمكن القول» مثلاء إنه في 
06 من العينات الممكنة سوف لا يجيد متوسط العينة عن متوسط المجتمع بأكثر من 
7 كغ زيادة أو نقصانا. وبعبارة أخرى» سوف لا يتعدى الخطأ في تقديرنا إلا فيه 


VY‏ الإاحصاء والاحتمال 


ندرء القيمة 0.37 كغ زيادة أو نقصانا. وسنطلق على المقدار ر جر 2 > مع 
شيء من التجاوزء اسم «الحد الأعلى لخطأ التقدير»» فهو في حقيقة أمره حد أعلى 
تقريبي لخطأ التقدير. وسنرمز له بالرمز» » ونكتب : 


ر ون 2 =€ 

ولو سألنا الخبير التقليدي عن الخطأ في تقديره لعجز عن الإجابة إذ ليس لديه أية 
وسيلة تسمح له بذلك . وبين يعتمد الخبير التقليدي إعتمادا كليا على العينة التي 
أخذها فإن الإحصائي اليوم لا يعتمد على العينة إلا كجزء من صورة متكاملة تتضمن 
إلى جانب العينة المأخوذة العينات كافة التي كان يمكن الحصول عليها لو أنه كرر تجربة 
أخذ العينة عددا هائلا من المرات . وهو ما يسمى بتوزيع المعايئة» تمثلا هنا بتوزيع 
المتوسط ‏ . وهذه هي الإضافة الجديدة لعلم الإحصاء في مسألة كهذه . (انظر الفقرة 
(7-5) والفقرة (5 -4)). 


ويتضح من عبارة © أنه يمكننا التحكم في حجم الخطأ من خلال التحكم في 
حجم العينة ” » فالمقدار ه يتناسب عكسا مع الجذر التربيعي لحجم العينة. ولو أردنا 
تخفيض ء إلى نصف ما هو عليه لاحتجنا إلى زيادة حجم العينة إلى أربعة أضعاف . 
وبالطبع يمكننا قبل تنفيذ البحث الإحصائيء أي قبل أخذ العينة» تصميم حجم 
العينة” بصورة تتناسب مع مقدار الخطأ الذي يمكن التساهل فيه . وسنوضح الفكرة 
بمثال. 


مثال )١82 ٥(‏ 
بالإشارة إلى المثال السابق (5 »)١7-‏ لنفرض أننا نريد تقدير متوسط إنتاج 
شجيرة الطماطم در بحيث لا يزيد الخطأ عن 0.2 كغ إلا باحتمال زهيد لا يتجاوز الواحد 

في المائة . فكم يجب أن يكون حجم العينة؟ 


التوزيع الطبيعي VY‏ 


الحل 
الحد الأعلى للخطأء يساوي 0.2 » 





Zu = 20 وين‎ -2.58 0 3 
1 O 0. 6 
8گ ر 2 دم‎ < 0.2 
2 Vn 7F Vn 
۰ ومنه‎ 
0. 25/7 >1. 8 


Vn < 7 74 , n> 9‏ 
أي أن حجم العينة يجب أن لا يقل عن 60 . 


تمارين (5-65) 


)١‏ بفرض عينات عشوائية من مجتمعات طبيعية تباينها معروف» أوجد فترات ثقة 
للقيمة الحقيقية ار متوسط المجتمع بمعامل الثقة المبين في كل حالة : 
| ودس 4 - تر . 16 - 62 » معامل الثقة 90% . 
ب-100 =۸ » 29 = × » 49 = © معامل الثقة 9596 . 
ج-64 =« ٠‏ 4= × » 100 - ت معامل الثقة 99% . 


۲ مجتمع طبيعي انحرافه ا معياري 0.75 ٠=‏ . كم يجب أن يكون حجم عينة مأخوذة من 
هذا المجتمع كي لا يزيد الحد الأعلى للخطأ عن 0.4 ١‏ وذلك باحت ال 0.95؟ 


۴) نعلم أن الخطأ المرتكب في قياس طول» عند استخدام جهاز لقياس الأطوال» يتوزع 
وفق التوزيع الطبيعي » بمتوسط يساوي الصفرء وانحراف معياري 1مم . 
| أحسب احتمال أن يقل الخطأ عند استخدام الجهاز لمرة واحدة عن 0.5 مم . 
ب إذا استخدم الجهاز بصورة مستقلة 9 مرات لقياس طول معين » فاحسب 
احتهال أن يقع متوسط القياسات التسعة في حدود 0.5 مم من القيمة الحقيقية 
للطول . 


مض التوزيع الطبيعي 


؛) مجتمع طبيعي انحرافه المعياري 0.75 ٠=‏ » كم يجب أن يكون حجم عينة مأخوذة من 
هذا المجتمع كي لا يزيد الحد الأعلى للخطأ عن 0.4 ٠‏ وذلك باحتمال 0.95؟ 

٥‏ يريدإحصائي تحديد متوسط الأجر اليومي لمستخدمي مهنة معينة . ويريد باحتمال 
5 حدا أقصى للخطأ قدره 9 ريالات. ومن دراسات ممائلة أخرى يعلم أن 
بإمكانه افتراض مجتمع طبيعي انحرافه المعياري 650/ء ريالا. ما هو حجم العينة 
التي ينبغي أن يخطط للحصول عليها؟ 


5) إذا كان الانحراف المعياري لمجتمع طبيعي هو 5 = » . ما هو حجم العينة التي 
ينبغي أخذها حتى نطمئن باحتمال قدره 0.95 إلى عدم اختلاف متوسط العينة عن 
متوسط المجتمع بأكثر من الواحد؟ 


(6-5) فترة ثقة لمتوسط مجتمع طبيعي تباينه غير معروف وحجم العينة صغير 


لو تتبعنا المناقشة في الفقرة السابقة لوجدنا أنه لا بد من تعويض» » التى 
افترضناها معروفة هناك» بتقدير ها من العينة . والتقدير الذي تمليه البداهة هو اعتماد 
65 الانحراف المعياري للعينة » كتقدير له الانحراف المعياري للمجتمع الذي 
خا ت دنه الع ودا اشد | لدو لل کے ع لی قاها ال 
جاءت مه الع ر E‏ 2 > الدى سم لتوزيع 
الطبيعى المعياري » الصيغة : 





X- u 
S/ Nn 


= 


والمتغير الجديد الذي رمزنا له ب؛ يحوي مركبة عشوائية في البسط هي جز ومركبه 
عشوائية في المقام هي 5 . ولم يعد توزيعه هو التوزيع الطبيعي المعياري . وقد تمكن 
استيودنت»» وهو لقب لكاتب إحصائي كان ينشر أبحاثه بتوقيع «ستيودنت»» أن 


الإحصاء والاحتهال Vo‏ 


يشتق العبارة المضبوطة لتوزيع ؛ ويسمى هذا التوزيع في كتب الإحصاء المختلفة 
«التوزيع ۲ » أو توزيع «ستيودنت». وفي الشكل )٠١  ٥(‏ نجد أمثلة من منحنيات 
الكثافة هذا التوزيع . فهو متناظر حول المحور الرأسي» شأنه في ذلك شأن منحنى 
الكثافة الطبيعي المعياري . ويعتمد المنحنى على حجم العينة ” ونصطلح على تسمية 
المقدار 1 - . «عدد درجات الحرية» ونرمز له ب (٠+‏ حرف يوناني ينطق نو) . والحدول ۲ 
في الملحق يعطي القيمة الموجبة ل ؛ التي يقع إلى اليسار منها © - 1) من المساحة 
الكلية تحت المنحنى وذلك من أجل قيم مختلفة ل © و ۷. وسنرمز ب (1 -۸) يا 
للدلالة على قيمة المتغير ؛ في صلب الجدول الواقعة في ملتقى السطر 1 -:: والعمود الذي 
عنوانه © - 1. وعلى سبيل المثال». لإيجاد (14) وروما » ندخل الحدول وفق السطر 14 
ونتحرك حتى نصل إلى العمود الذي عنوانه 0.975 لنجد القيمة 2.145 . 





شكل )٠١١-5(‏ أشكال مقارنة للتوزيعين م م2٠‏ والتوزيع (1 ,0) ۸ . 


وإذا أخذنا عينة عشوائية حجمها : من مجتمع طبيعي ( ,)۸ حيث نإ و ث6 
غير معروفين › وكالعادة رمزنا دكار وک لمتوسط العبنة وانحرافها المعياري فيمكئنا إستنادا 


إلى تناظر التوزيع + (انظر الشكل (0 ))١١-‏ كتابة : 


۳۷۹٦‏ الإحصاء والاحتمال 


f(t) 





02 دلوا - 


شكل (ه-١١)‏ 


ثد ا 
ه -1 -إدا e /2 (n-—‏ ا > (72-1) 2ر a‏ - أ 


- 4 90 5 5 
کے )م‎ a C21) lT وريم‎ (= 0) = - 0 


- 3 53 IEE 
2 رر را سک + ۸ > ر 2-14 ر عق‎ )۸-1(( 1 a 


وتكونفترة‌الثققة للمتوسطبيربمعامل ثقة 0% - 100(1 هی 


5 35 53 9 : - 
[ سس وريه حلب + ۸ , (1 م را سق - )و صع فقيرة نمه 
نحسب إذا ير و ك من العينة وقيمة (1 -2)ريم! من جدول التوزيع ! ثم نعوض . 


مثال ٥(‏ -۱۹) 
قسنا ارتفاع هس عشرة شجيرة باذنجان بعد فترة من زرعها فكان متوسط 
الإرتفاع 3 سم بانحراف معياري 5.8 سم . ضع 9590 فترة ثقةلمتوسط الارتفاع في 
المجتمع الذي اخترنا منه الشجيرات الخمس عشرة في العيئة» مفترضا أن ارتفاع الشجيرة 

في المجتمع يخضع للتوزيع الطبيعي . 


التوزيع الطبيعي VV‏ 


الحل 

حداالثقة هما (14) وين و حش + . ومن جدول التوزيع ؛ نجد 
5 = (14) وهو 4 » لاحظ أنه لو كان » معروفا لكان هذا العدد 1.96 فقط)» وتكون 
فترة الثقة بمعامل 95% هي : 


83 + 2.145 xX 5.8/ N15 


أي من 79.8 سم إلى 86.2 سم . 


وكل| ازداد حجم العينة أصبح 5 تقديرا أفضل ل6 وبالتالي اقتربت قيم ۲ من قيم 
المتغير الطبيعي المعياري 7 الموافقة ها . ولو نظرنا في السطور الأخيرة في جدول التوزيع ؛ 
(السطور التي تلي السطر 30) لوج دنا أن الفروق بين قيم ؛ وقيم 2 المقابلة ها تصبح 
صغيرة » وفي السطر الأخير من الجدول حيث كتب حذاءه الرمز "٠٥"‏ تتطابق قيم ؛ مع 
قيم 2 المقابلة . 


مثال(ه- )٠١‏ 
وضعت عينة من 12 فأرا تجريبيا على نظام تغذية معين خلال الأشهر الثلائة 
الأولى من حياتها وقيست الزيادة في وزن كل فأر بالغرام فكانت كما يلي : 
1 ,62 ,67 ,59 ,62 ,60 ,64 ,65 ,58 ,54 ,62 ,55 
والمطلوب وضع فترة ثقة بمعامل ثقة 90% لمتوسط الزيادة في الوزن خلال الأشهر الثلاثة 
الأولى من حياة مجتمع الفئران الذي جاءت منه العينة» علا أنه يمكن اعتبار التوزيع 
الطبيعي توزيعا مناسبا لمتغير زيادة الوزن خلال الأشهر الثلاثة الأول . 


ال حل 
نحسب متوسط العينة وانحرافها المعياري فنجد 60.75 = × » 3.84 -5» ولدينا 


0 =4 -1» 0.10 دم « 0.05 - 0/2« ومن جدول التوزيع ا نجد: 


۳۷۸ الإحصاء والاحتال 


796 .1= )11( 0.05 = (1 -2) وري ! 
بالتعويض نجد فترة الثقة المطلوبة : 
x 1. 796 = 60. 75 2 99‏ 


أي من 58.76 غ إلى 62.74غ . 


3 
60.75 + 
“N 2 





تمارين (5-/17) 


)١‏ في ستة اختبارات لتجميع وتركيب قطع آلية معينة» استغرق وقت التجميع والتركيب 
3 14 » 12 » 16 » 13 » و 11 دقيقة. مفترضا أن زمن التجميع والتركيب يتبع 
التوزيع الطبيعي » ضع فترة ثقة لمدوسط الزمن الحقيقي للتجميع والتركيب بمعامل 

۲) عينة عشوائية من 30 درجة من درجات اختبار للذكاء أعطي لطلاب المرحلة 
الثانوية» أنتجت متوسطا قدره 423 وإنحرافا معياريا 68 = ك . أوجد فترة ثقة 
لمتوسط المجتمع بمعامل ثقة 95% » مفترضا أن درجات الاختبار في المجتمع تتبع 
التوزيع الطبيعي . 


۳) وجد طبيب أسنان في فحصه الدوري لستة طلاب ابتدائي أنهم احتاجوا إلى 2 » 3 5 
6 ۰0 » و 3 عمليات حشوة . 


| إذا استخدم الطبيب متوسط هذه العينة كتقدير لمتوسط المجتمع الذي جاءت 
منه العينة فاذا يمكنه أن يقول باحتمال 0.95 عن الحد الأعلى للخطأ الذي 
ارتكبه؟ 

ب ضع فترة ثقة لمتوسط المجتمع بمعامل ثقة 95% . 

ج-_ما الفرض الذي استندت إليه في حساباتك؟ 


التوزيع الطبيعي ۳۷۹ 


. أحد الثوابت الفيزيائية المهمة هو © نسبة شحنة الكهروب (الإلكترون) إلى كتلته‎ )٤ 
وفي تجربة فيزيائية لقياس هذا الثابت أعيدت» بصورة مستقلة» 12 مرة» كانت‎ 
: النتائج التالية‎ 

x 107 , 1.7638 x 107 , 1.7609 x 107‏ 1.7604 
x 107 , 1.7556 x 107 , 1.7582 x 107‏ 1.7563 
x 107 , 1.7663 x 107 , 1.7624 x 107‏ 1.7526 
x 107 , 1.7605 x 107 , 1.7621 x 107‏ 1.7620 
| -ماتقديرك للقيمة_الحقيقة ل ؟ وما هو الحد الأعلى خطأ هذا التقدير 
باحتال 0.95؟ 
ب - ضع فترة ثقة لقيمة 9 بمعامل ثقة 9996 . 


. تأتي مادة غذائية من مصنع معين في علب مكتوب عليها «الوزن الصافي 38 أونزة"‎ ٥ 
: وقد وجد أن الوزن الذي تحتويه كل من عينة عشوائية من 6 علب كان كا يلي‎ 
34.06, 39.65, 34.75, 40.00, 39.50 5 
ضع فترة ثقة لمتوسط محتوى العلبة من إنتاج المصنع من تلك المادة الغذائيةء» وذلك‎ 
. 98% بمعامل ثقة‎ 


(5 -4) فترة الثقة لمتوسط مجتمع في حالة عينات كبيرة الحجم 


لا نفترض هنا أن المجتمع الذي نأخذ منه العينة مجتمع طبيعي » ولكننا نفتريض 
أن حجم العينة ” كبير إلى الحد الذي يسمح بالاستفادة من نظرية النهاية الموكزية؛ 
واعتبار توزيع جر » متوسط العينة » مطابقا تقريبا للتوزيع الطبيعي . وبالتالي تطبيق ما 
جاء في الفقرة (5 )٠‏ بحذافيره. فإذا كان تباين المجتمع © معروفا كانت فترة الثقة 
لمتوسط المجتمع دإ بمعامل ثقة 96( -1) 100 هي 


0 
+ 
J‏ ا ان 


ان الإحصاء والاحتهال 


حيث تؤخذ قيمة ر2 من جدول التوزيع الطبيعي المعياري . وإذا كان التباين © غير 
معروف » وغالبا ما يكون الأمر كذلك في التطبيقات العملية » فإن تباين العيئة يشكل 
تقديرا جيدا ل » نظرا لكبر حجم العينة» ما يسمح بتعويض5 بدلا من © في فترة 
5 5 
a rv‏ 
وكا رأينا في الفقرة (5 - ۷) نعتبر متوسط العينة * تقديرا لمتوسط المجتمع نم ويكون 
الحد الأعلى التقريبى لخطأ التقدير: 


= O 
6 a12 Vn 


وفي حالة © غير معروف نعوض عن 6 بك لنجد : 


5 
Vn‏ 24/2 8 
وبا أن معامل الثقة الأكثر استخداما في التطبيقات العملية هو المعامل 0.95 أو 95% . 
فقد جرت العادة على كتابة الحد الأعلى التقريبى لخطأ التقدير على الشكل : 
6 55 
7 96 .1 يي 6 6 حم 
x O 2 ۰‏ وس Cl‏ اس - ۳ چ 5 ٠.‏ 

ارز ور وبا أن النتائج تقريبية» علي أي حال» فقد جرت العادة ايضا على 
استخدام 2 بدلا من 1.96 » تسهيلا للحسابات» وهكذا نکتب : 








أو في حالة 6 غير معروف : 
5 
Vn‏ 


ويجدر التنويه بخطأ شائع بالنسبة إلى المبتدئين» ينبغى الانتباه إليه. وهو استخدام 26 
كحد أعلى تقريبى للخطأ بدلا من 26 1 


€= 2 





التوزيع الطبيعي ۳۸۱١‏ 


مثال(ه-١؟)‏ 
لنفرض أننا نرغب في تقدير متوسط الإنتاج اليومي في شركة للصناعات 
الكيميائية. وقد سجلنا الإنتاج اليومي لفترة 60 = ” يوما فكان متوسط هذه العينة 








وانحرافها المعياري بالأطنان : 
1 - ×, 23 ى 
والمطلوب تقدير لم متوسط الإنتاج اليومي ف هذه الشركة . 
الحل 
التقدير الأفضل هو 941 - ر طنا في اليوم . وحدود الخطأ بالزيادة أو النقصان في 
(2023 5 
4 .5 = وت 2+ 
ليد Vr‏ 


(تذكر أننا عندما نستخدم العدد 2 يكون معامل الثقة 95% ). وهكذا نقول» بمعامل 
ثقة 95% » إن التقدير 941 هو في حدود 5.94 طناء زيادة أو نقصاناء من القيمة الحقيقية 
لمتوسط الإنتاج . 


مثال ٥(‏ -۲۲) 
نعلم أن عمر مركبة معينة من دائرة كهربائية يتبع توزيعا احتاليا ملتويا. أخذنا 
عينة عشوائية من 250 من هذه المركبات فكان متوسط العمر فيها 840 ساعة بانحراف 
معياري 21.98 = 5 ساعة . أوجد فترة ثقة تقريبية لمتوسط العمر في مجتمع إنتاج هذه 

المركيات» مستخدما معامل ثقة 95% . 


المحل 
فترة الثقة المطلوبة هى : 





5 


YAY‏ الإإحصاء والاحتمال 





أي 
%8 .21 
8 + 840 = 2 + 840 
250/~ 
وهكذا نقدر بمعامل ثقة 9596 أن متوسط العمر في مجتمع إنتاج هذه المركبات واقع 
بين 837.2 و 842.8 ساعة . 
مثال (ه_-؟) 


نريد تقدير هم متوسط الطول في إنتاج مصنع للبراغي في حدود خطأ لا يزيد عن 
2 مم إلا باحتمال لا يتجاوز الخمسة في المائة . فكم يجب أن يكون حجم العينة علا 
بأننا نعرف من سجلات الإنتاج السابقة أن الانحراف المعياري للطول يساوي 1.2 مم؟ 





الحل 
1م 1.2 _ © 5 
106 ون 52 
ومنه 
704 .4 = (1.96(01.2) 2 > يو ره 
n2 22.1‏ 


)١‏ من المعروف أن عمر أحد عناصر دائرة كهربائية يتبع توزيعا احتاليا ملتويا. وقد 
وجدنا أن متوسط العمر في عينة عشوائية من 300 عنصرا يساوي 920 ساعة بتباين 


يساوي 483 ساعة' . ضع فترة ثقة تقريبية لمتوسط العمر الحقيقى هذا العنصر 
مستخدما معامل ثقة 95% : 


التوزيع الطبيعي AY‏ 


۲) في عينة عشوائية من 100 كيس تفاح كتب عليه «الوزن الصافي 1 كغ» ودنا أن 
متوسط الوزن 1002 غراما بتباين يساوي 144غ' . ضع فترة ثقة تقريبية لمتوسط وزن 
التفاح الحقيقي ضمن الكيس الواحد وذلك بمعامل ثقة 9096 . 


۳) عينة عشوائية من 60 خزنا أظهرت أن متوسط سعر الحليب 77.3 = × سنتا 
للكيلوغرام» بانحراف معياري 4.2 سنتا. أوجد فترة ثقة لمتوسط سعر الحليب 
بمعامل ثقة 95% . 


. مالك سيارة يريد أن يعرف المتوسط الأسبوعي للمسافة التي يسيرها مقاسة بالميل‎ )٤ 
وقد سجل المسافات التي قطعها في 52 أسبوعا متتاليا ووجد متوسطها 176 ميلا في‎ 
الأسبوع » بانحراف معياري 96 ميلا . ضع فترة ثقة لمتوسط ما يقطعه في الأسبوع‎ 
. 95% بمعامل‎ 

٥‏ يرغب مستشفى في تقدير عدد الأيام التي يحتاجها علاج مرضى يقع سنهم بين 25 و 
4 سنة . وقد وجدت إدارة المستشفى أن متوسط عدد أيام الإقامة لعينة عشوائية من 
0 مريض من هذه الفترة من العمر» يساوي 5.4 يوما بانحراف معياري 1.3 يوما . 
ضع فترة ثقة لمتوسط الإقامة في المستشفى لمجتمع المرضى الذي جاءت منه العينة» 
وذلك بمعامل ثقة 99% . 

)١‏ لنفرض أن ثباين مجتمع 100 = 2ه » وبمعامل ثقة 95% نريد أن يكون تقديرنا ‏ في 


حدود 2.5 وحدة قياس من ن المتوسط الحقيقي للمجتمع . كم يجب أن يكون حجم 
العينة؟ 


۷) فيها يلي جدول التوزيع التكراري للعمر عند الزواج» لأقرب سنة» ل 175رجلا: 


25 575 525 475 425 375 325 275 22.5 17.5 و 





A4‏ الإحصاء والاحتال 


| -أحسب متوسط العمر عند الزواج وانحرافه المعياري . 
ب إذا افترضنا أن هذه الأعمار عينة عشوائية من مجتمع كبير. فاحسب بمعامل 
ثقة 95% فترة ثقة لمتوسط العمر عند الزواج في ذلك المجتمع . 


8) في تجربة لبنج جديد» أعطي لائة فأر وقيس زمن الانتعاش لكل منها إلى أقرب عشر 
من الدقيقة» فكانت التتائج كا يلي : 


45.0 582 551 525 617 52.9 70.4 625 71.3 501 
84.9 60.9 354 043 757 48.5 41.3 538 668 374 
32.4 50.7 82.3 718 664 49.7 51.7 560 888 647 
77.9 44 52.7 54 57.9 517 556 441 85.4 73 
87.3 525 467 483 601 66.0 77.3 465 543 526 
53.1 679 559 642 680 48.2 41.2 563 79.4 809 
58.7 49.0 51.2 702 540 74.6 519 42.6 954 51.9 
83.5 70.4 767 40 559 438 49.1 600 383 443 
63.5 454 57.3 545 739 64.1 806 688 73.5 840 
659 583 59.6 591 46.7 51.3 445 542 638 5%69 


حد أعلى لخطأ التقدير باحتمال 0.99 . 


كم فأرا تحتاج كي يكون خطأ التقدير 1 تقريبا؟ 
)٠١-5(‏ فترة الثقة لنسبة 
لنفرض أن صنفا معينا 4 يوجد في مجتمع كبير بنسبة تساوي * . إذا سحبنا عينة 


عشوائية حجمها # من هذا المجتمع » وعرفنا النجاح بأنه الحصول على عنصر من 


التوزيع الطبيعي Ae‏ 


العينة هي عدد عناصر الصنف 4 ولنرمز لها ب × (أي عدد النجاحات) مقسوما على 
حجم العينة :: . وإذا رمزنا لنسبة الصنف 4 في العينة بمقإن : 
دم 

وعندما ناقشنا تقريب التوزيع الثنائي بالتوزيع الطبيعي في الفقرة (5 -1) وجدنا أنه 
يمكن اعتبار عدد النجاحات × مجموع عينة» وبالتالي تكون النسبة م هي متوسط 
الغينة . وكا أن تطبيق نظرية النهاية المركزية على × يسمح لنا بالقول إن × يتوزع تقريبا 
وفق التوزيع الطبيعي (© - 1) 7 ” ٠ N),‏ فإن تطبيق نظرية النهاية المركزية على 
ا متوسطم يسمح لنا بالقول إن للنسبة م (نسبة النجاح في العينة) توزيعا مطابقا تقريبا 


للتوريع الطببعي ك 00 تنش نك 00 ري 


(2 00 20 لله د ر )ر ل - )م ا" 


وذلك كله شريطة أن يكون ‏ كبيرا (مثلا أكبر من 30 في حالة قيمة ل × ليست قريبة من 
الصفر أو قريبة من الواحد). وهذه النتيجة تسمح لنا بوضع فترة ثقة للنسبة × على 
الشكل التالي بمعامل ثقة 0% - 1) 100 : 


r )1- r) 
+ 2 ا‎ #2 
p+ 2 م6 يرو‎ P+ 2 ورج‎ n 


حيث, 6 تعني الانحراف المعياري للنسبة م . ووجود 71 المجهولة في هذه العبارة يمنع 
من تطبيقها . ويمكننا الاستعاضة عن 7 › نسبة النجاح في المجتمع » بتقدير ها هوم › 
نسبة النجاح في العينة . (تماما ى) عوضنا عن ٠‏ بك في الفقرة السابقة) . وتصبح فترة 


الثقة ل كما يل : 
(م -0)م_/ 
p+ 22 n‏ 


۳۸٦‏ الإحصاء والاحتهال 


ومن أجل معامل ثقة 95% يمكن اعتباررر2 مساويا ل 2 بدلا من 1.96 » تسهيلا 
للحساب . وهكذا نكتب فترة الثقة ل × » بمعامل ثقة 95% كا يلي : 


لقلئك ل ووو ووه a‏ 


مثال ٤ ٥(‏ ۲) 
من بين 300 أسرة اخترناها من بلدة كبيرة وجدنا 123 أسرة تمتلك تلفازا ملونا . 
ضع فترة ثقة لنسبة الأسر التي تمتلك تلفازا ملونا في مجمل البلدة. وذلك بمعامل 


ثقَه 9506 . 


الحل 


لدينا 300 = م » 41 0= p=‏ 


١/0 00080633 = 0. 0284‏ ب 59 9 0.410 «(محهم/ 
وهكذا تكون و فترة الثقة المطلوبة كا يلي : 


7 ± 0.41 = ( 0.0284( 2 + 0.41 
أى أن × واقعة بين 0.353 و 0.467 أو أن ما بين 35.3% إلى 46.7% من الأسر في هذه البلدة 
تمتلك تلفازا ملونا . 


مثال (ه- )۲٣‏ 
تضمنت عينة من 250 من طلبة الجامعة 30 طالبا أعسر (يستخدم اليد اليسرى) . 
أعط فترة ثقة تقريبية بمعامل ثقة 95% لنسبة الطلاب العسر في الجامعة؟ 


الحل 


5 50 د 
p= eg ILE 250‏ 


التوزيع الطبيعي AV‏ 


/pa-p) _ /0.1220 88 _ 0‏ 
1 = 0001224 .0 يد = کک | ل 


وتكون فترة الثقة المطلوبة : 
0.042 ± 0.12 = ( 0.021 ) 2 + 0.12 


أي أن ما بين 7.896 إلى 16.296 من طلبة الجامعة يستخدمون اليد اليسري . 
تمارين (9-5) 


)١‏ اختبرنا نوعا جديدا من مصابيح آلات التصوير لتقدير م » احتمال أن ينتج المصباح 
الإضاءة اللازمة وني الوقت المناسب . ووجدنا من بين 1000 مصباح أن 920 قد 
عملت وفقا للمواصفات المطلوبة . والمطلوب : 

| -تقدير م ووضع حد لخطأ التقدير (باحتمال 0.95). 

ب وضع فترة ثقة للقيمة الحقيقية مبمعامل ثقة 9996 . 

40 اختبرنا عينة عشوائية من 400 صماما خاصا بأجهزة الراديو» فوجدنا من بينها‎ )١ 
صماما عاطلا عن العمل . ضع فترة ثقة للنسبة الحقيقية للص,امات العاطلة في‎ 
. 90% مجتمع الصمامات المنتجة من هذا النوع» مستخدما معامل ثقة‎ 

'؟) حضر كيميائي مبيدا هيدف عند تطبيقه على نوع معين من الحشرات » إلى قتل 60% 
منها فكم يجب أن يكون حجم العينة المستخدمة » إذا رغب في أن يطمئن باحتهال 
5 إلى أنه في حدود 0.02 من النسبة الحقيقية التي يدف إليها من الحشرات 
الهالكة؟ 

)٤‏ كم ناخبا يجب أن تضم عينة جمعناها لتقدير نسبة الناخبين الذين يفضلون مرشحا 
معيناء إذا رغبنا في أن يكون التقدير صحيحا في حدود 0.005 ؟ ولنفرض أن النسبة 
الحقيقية ينبغي أن تقع في جوار ال0.5 . 


الملاحق 
احق الأول 


مراجعة في بعض المعلومات الرياضية المفيدة 


١‏ حول خاصية التجانس في عملية الجمع 


لكي نستطيع جمع كميتين أو مقدارين لاإبد أن تكون وحدة القياس نفسها 
للمقدارين وجمع 10سم و 5م غير تمكن . ولو ادعينا جدلاً أن اللجمعع الناتج 15 
فلا يمكن القول إن ال 5 هذه هي 15 سم ولا 5م . إذا 15 ماذا؟ في الواقع لا 
معنى للعدد 15 في هذه الحالة . ولكن لو اتخذنا وحدة قياس مشتركة» وقلنا إن 
0 سمت 5م» أو 0 سم=0.1م» فالجمع يصبح ممكناء والجواب هو 
0سم +10 سىم =510سم » أو كم +0.1م -5.1م . . ولو سألت شخصاء ما مجموع 5 كتب 
و7 أقلام؟ فأجاب 2» فإنه سيشعر بالعجز والخطأ عندما تطلب منه تحديد 12 ماذا؟ إذ 
لا يستطيع أن يقول 12 كتابا ولا 12 قلا . . وسيعود يدرك أن 5 كتب و 7 أقلام هي 5 كتب 
و7 أقلام» ولا يمكن التعبير عنههما في رقم واحد . 


وهذه الحقيقة البسيطة هي خاصة أساسية في الجمع بصرف النظر عن طبيعة 
عملية الجمع. ففي الجبر لا نجمع إلا الحدود المتشاببهة . و:ز2دك مضافا إليها برد 
يساوي :2+ 12. تماما كأننا نقول 5 كتب و7 كتب تصبح 12 كتابا. ولكن ر52 مضافا 
إليهار7 هي ر52 وبود7» تماما كأننا نقول 5 كتب و 7 أقلام» ولا يمكن جمعها في 
حد واحد» اياعر ماين . وكذلك الأمرء يمكن جمع (0.5) ۴ و (0.5) ۴ 3 


۳۸۹ 


۳۹۰ الإحصاء والاحتهال 


لنجد (0.5) 47» حيث (0.5) ۴ تعني قيمة دالة۴ عند النقطة 0.5. ويمكن جمع 3/2 
و 5⁄2 لنجد 2//دع أما (1) 3٨‏ + (0.5) ۰۴ أو 2/ہ + 5 ك/ردو » فستبقى كل منھا 


ک| وردت دون تغيير. 


وتبقى الفكرة نفسها في الكسور العادية (الأعداد النسبية). فمقام الكسر يعني 
أننا قسمنا الواحد الصحيح إلى عدد من الأجزاء المتساوية يساوي المقام . والبسط يعني 
أننا أخذنا من هذه الأجزاء عددا يساوي البسط . و 3/4 تعني ثلاثة أرباع . أي قسمنا 
الواحد الصحيح إلى أربعة أجزاء متساوية وأخذنا منها ثلاثة أجزاء . ومقلوب مقام 
الكسر يُعتبر بمثابة وحدة قياس أو شىء» والبسط يمثل عدد ما لدينا من هذه الوحدة 
أو دا الى و 9/5 تعني تسع مرات المقدار 1/5 أو تسع أخاس وهكذا... 
ولجمع كسرين عاديين لابد إذا من توحيد المقامات حتى يصبح الجمع مكنا ولجمع 3/4 
و 9/5 نحول الكسرين بحيث يكون لما المقام نفسه. ومن خواص الكسر أو العدد 
النسبي نعرف أن قيمته لا تتغير إذا ضر بنا البسط والمقام بالعدد نفسه» وقيمة 3/4 هي 
نفس قيمة 15/20 » وقيمة 9/5هي نفس قيمة 36/20 . إذا 


SEI OS DE 
4 5 





20 20 20 20 
لأن 15/20 هى 15 مرة ال 1/20 » و 36/20 هى 36 مرة ال 1/20. ومجموعه| 
هو 15 + 36 = 51مرة ال 1/20 » أو 51/20 . 





ان اي 
20 5 4 
وبصورة عامة : 
@XC‏ كبر 4 
b d bx 4‏ 


وينطبق على الطرح ما ينطبق على الجمع . وطرح عددط من عدده» أي ظط -ه» 
هو جمع العدد السالب 2 - إلى العدد © . أي (ظ -( + a‏ . (تذكر أننا نقرأ في اللغات 


الملحق الأول: مراجعة في بعض المعلومات الرياضية المفيدة ۳۹۱ 


الأجنبية من اليسار إلى اليمين) . وكذلك ينطبق على التقسيم ما ينطبق على الضرب . 
وقسمة ۾ على 6 ما هي إلا ضرب ۾ بمقلوب 0 » س ax‏ س a+ b=‏ ولتقسيم كسر 
عادي على كسر عادي آخر نضرب الأول في مقلوب الثاني . وهكذا يكون : 


4 9 4 ني‎ 4 _ ax 4 


ع bx‏ 6 م dg‏ م 


155 _ 5 3 9 3 
تح ست »× ےو 
36 9 4 5 4 
ولحساب کسر من عدد معين نضرب هذا الكسر بالعدد. والحساب ثلث الستة» 


5 5 30 150 
9 X30= 7X T= 


يتألف العدد العشري من جزئين» أحدهما صحيح يقع على اليسار من 
الفاصلة» والآحر عشري يقع على اليمين من الفاصلة . وعلى سبيل المثال» 921.554 
فيه جزء صحيح هو 921 وجزء عشري هو 0.534 . (تذكر في الكتب الانجليزية وما 
شابهها أن النقطة مكتوبة بين رقمين تعني فاصلة عشرية» وأنها بين رمزين تعني 
إشارة ضرب » و ط . 4 تعنى 6 لد )نولا قار كروي القدد إذا اما دا هه 
الأصفار على اليمين من الجزء العشري» أو على اليسار من الجزء الصحيح. = 921.534 
0 وكا أن للجزء الصحيح منازل (أو مراتب) هي منزلة الآحاد ومنزلة 
العشرات ومنزلة المئات . . . الخ فكذلك للجزء العشري منازل تبدأ بمنزلة الجزء من 
عشرة» تليها منزلة الجزء من مائة» تليها منزلة الجزء من ألف» وهكذا. ونلاحظ أن 
الرقم يختلف مدلوله من منزلة إلى أخرى . فالخمسة نكتبها في منزلة الآحاد تعني حمس 


مرات الواحد الصحيح» وهي في منزلة العشرات تعني حمس عشرات أي 50» وهي في 
منزلة ا مئات تعني خمس مئات أي 500. وكذلك في ا لججزء العشري» نجد أن للرقم 
نفسه مدلول يحتلف باختلاف المنزلة التى يشغلها. فالخمسة بعد الفاصلة 
مباشرة» أي في منزلة الحزء من عشرة » تسس تخمة أخواء فزن غ الى 4710 ٤‏ 
وهي في منزلة الجزء من مائة تعسني خمسة أجزاء من ماثة أي 5/100 > وفي منزلة 
الجزء من ألف تعني خمسة أجزاء من ألف أي 5/1000 » وهكذا . واصطلاح 921.534 
يعني 10 × 4 + 1077 ×3 + 10:7 ×5 + 10 × 1 + 10 ×2 + 102 × 9 أي 


1 1 1 
1 2x1 1x1 للشلا × 4 كد س‎ 
Ox 100 + 2x 10 + 1x 1 + 5x 0 T00 


ولو أردنا التعبير عن هذا المجموع كلاميا لقلنا : 

واحد وعشرتان وتسع مئات بالإضافة إلى خمسة أعشار وثلاثة أجزاء من مائة 
وأربعة أجزاء من ألف . وبالطبع سيكون من الأيسر بكثير أن نصطلح على القول 
تسعرائة وواحد وعشرون فاصلة حمسائة وأربع وثلاثون» ونكتب 921.534. 


ونلاحظ أيضا أن كل منزلة في العدد العشري هي عشرة أمثال تلك التي تقع إلى 
اليمين منها مباشرة . فالمائة هي عشر عشرات» والعشرة عشر وحدات ٠‏ والواحد عشرة 
أجزاء من عشرة» والجزء من عشرة هو عشرة أجزاء من مائة» وهكذا. ولذلك يطلق على 
هذا النظام في الترقيم اسم «النظام العشري». وهذا يوضح أن ضرب عدد على شكل 
كسر عشري بمضاعفات العشرة» أو قسمته على مضاعفات العشرة» لا يحتاج إلا إلى 
إزاحة الفاصلة في اتجاه اليمين عند الضرب» أو في اتجاه اليسار عند القسمة» عددا من 
المنازل يساوي عدد الأصفار في مضاعف العشرة. وعلى سبيل المشال لضرب 20.604 
بعشرة نأخذ الفاصلة منزلة واحدة إلى اليمين فنجد 206.04؛ ولقسمته على عشرة نأخذ 
الفاصلة منزلة واحدة إلى اليسار فنجد 2.0604. وني الحالة الأؤلى أصبح كل جزء من 
عشرة واحدا (1 = 10 × 1/10) أي أن منزلة الجزء من عشرة أصبحت هى منزلة الأتحاد» 
ولذلك أزحنا الفاصلة منزلة واحدة إلى اليمين . وني الحالة الثانية أصبح كل واحد 
صحيح جزءا من عشرة (1/10 = 10 +1) » أي أن منزلة الآلحاد أصبحت منزلة الجزء من 
عشرة » ولذلك أزحنا الفاصلة منزلة واحدة إلى اليسار. وكقاعدة عامة» عند الضرب ب 


الملحق الأول: مراجعة ف بعض المعلومات الرياضية المفيدة وم 


7 نأخذ الفاصلة إلى اليمين : منزلة » وعند القسمة على”10 (أي الضرب ب" 10) نأخذ 
الفاصلة إلى اليسار” منزلة . 


والآن كيف نعبر عن عدد عشري في شكل نسبة مئوية؟ 


النسبة المئوية تعنى النسبة إلى مائة» أي عدد نسبى مقامه يساوي 100. 
وخحمسون في ا لمائة تعني 50/100 » وخمس وستون بالمائة تعني 265/100 ونصف بالمائة تعني 
0 أي 5/1000. وللتعبير عن عدد عشري في صيغة نسبة مئوية نضرب العدد 


العشري بمائة فنحصل على العدد المطلوب» ونضيف إلى قراءته عندئذ كلمتى «في 
المائة» . 


مثال(١)‏ 
عبر عن الأعداد التالية في شكل نسبة مئوية : 
5 0.3)» 1.21» ۰0.05 0.052» 0003.» 21.3« 0.3254. 


الحل 

الأجوبة المطلوبة هي على الترتيب : 75 في المائة؛ 30 بالمائة ؛ 121 في المائة ؛ 5 في 
المائة ؛ 5.2 في المائة (ونقرؤها حمس واثنان من عشرة في المائة) ؛ 0.03 في المائة (ونقرؤها 
ثلاثة من مائة في المائة) ؛ 2130 في المائة » 32.54 في المائة (ونقرؤها اثنان وثلاثون وأربع 
وخمسون من المائة في المائة) . 


ولجمع الأعداد العشرية نرتب المنازل المتشابهة تحت بعضها تماما. وبالتالي تقع 
الفواصل تحت بعضها البعض تماما . ثم نجمع جمعا عاديا ونضع الفاصلة عندما نصل 


*_التناسب 


إذا كانت المقادير ۾ » أ › © » 4 بحيث يكون 


الإحصاء والاحتهال 





























۳۹٤ 
4 ع د-‎ 
bd 
قلنا إنها متناسبة . وتسمى العلاقة بينها تناسبا طرفاه ۾ و 4 ووسطاه © و 6. ومن أهم‎ 
. أ-ء ×ط = 4 ×ي» (جداء الطرفين = جداء الوسطين)‎ 
4 3 C نے‎ 
atb dtc 
atb _ 624 د00‎ 
bd 
4 € @+€ د د‎ 
0 4 b+ 4 
)۲( مثال‎ 
الأعداد 2ء 3» 4» 6 متناسبة. اكتب التناسب وتحقق من الخواص المذكورة‎ 
. أعلاه‎ 
الحل‎ 
. الأول والرابع هما الطرفان والثاني والثالث (الواردين في الوسط) هما الوسطان‎ 
2 
8 ومن الواضح أن‎ 
26-34 أ‎ 
2 _ 4 س‎ 
2+3 4+6 i 
2_4 
5 10 
5 E و‎ 
3-2 6-4 
2 4ے‎ 
1 2 
2+3 4+6 ٹن‎ 


الملحق الأول: مراجعة في بعض المعلومات الرياضية المفيدة ۳46 





5 _ 0 

6 3 
و 4-6 _ 2-3 

3 6 
1_2 

3 6 

24 2+4 65 =۵ 

3 6 3+6 9 

مثال (۳) 


صندوق يتضمن 5 كرات سود» و 6 كرات بيض . ما نسبة الكرات السود إلى 
الكرات البيض؟ وما نسبة الكرات البيض في الصندوق؟ 


الحل 
نسبة الكرات السود إلى الكرات البيض هى 5/6. 
نسبة الكرات البيض في الصندوق هي نسبة عدد الكرات البيض إلى مجموع عدد 
الكرات في الصندوق أي 
E‏ 


5+6 11 





مثال )٤(‏ 
في صندوق 15 كرة بعضها أبيض والآخر أسود . إذا كانت الكرات تتوزع بين 
اللونين الأبيض والأسود بنسبة 2:1 فاحسب عدد الكرات من كل لون . 


الحل 
مجموع الخصص 1+2=3 
ويكون 1/3الكرات أبييض و2/3 الكرات أسود 
عدد الكرات البيض = 1/3=5 15x‏ 


عدد الكرات السود = 0 = 2/3 x‏ 15 


وم الاحصاء والاحتال 


مثال )٥(‏ 
قسمنا ستة الاف ريال بين ثلاثة آشخاص بنسبة 1:3:2 ف هي حصة كل منهم؟ 


امحل 
مجموع الخصص 1+3+2-6 


مقدار الحصة الواحدة 1000 = 6000/6 


وتكون حصة الأول =2 × 2000 = 2000 ريال 

حصة الثاني = 3 × 1000 = 3000 ريال 

حصة الثالث = 1× 1000 = 1000 ريال . 

أو نقول إن حصة الأول تشكل 2/6 من المبلغ وحصة الثاني 3/6 من المبلغ وحصة 
الثالث 1/6 من المبلغ . أي أن : 


حصة الأول = 26 × 6000 = 2000 ريال 
حصة الثاني = 3/6 x‏ 6000 = 3000 ريال 
حصة الثالث = 1/6 x‏ 6000 = 1000 ريال 


4 العمليات الأساسية في المجموعات وقانونا دي مورغان 


الاحتواء 
نقول إن المجموعة 4 محتواة في المجموعة 8 . وتكتب8 -4 » إذا كان كل عنصر 
ينتمي إلى 4 ينتمي أيضا إلى . 


وفي حال وجود عنصر واحد على الأقل ينتمي إلى 8 ولا ينتمي إلى 4 نسمي 4 
مجموعة جزئية فعلية من 8. ومن الواضح أن كل مجموعة محتواة في نفسهاء ونرمز لهذه 
الحقيقة بكتابة 4 ع4 . 


الملحق الأول: مراجعة في بعض المعلومات الرياضية المفيدة ۳4۷ 


المجموعتان المتساويتان 

نقول إن المجموعتين 4 و8 متساويتان إذا كانت 8 -4 و4 ح 8 . الشرط الأول 
8 © 4 يقتضي أن كل عنصر ينتمي إلى 4 ينتمي أيضا إلى 8 » والشرط الثاني 4 © 8 
يقتضي أن كل عنصر ينتمي إلى 8 ينتمي أيضا إلى 4. وهذا يعني بوضوح تطابق عناصر 
المجموعتين . 


اتحاد مجموعتين 


ا تحاد مجموعتين ۰4 8 هو مجموعة تتضمن كافة العناصر التي تنتمي إلى واحدة 
منهما على الأقل . ونرمز له ب8 ب 4. 


ونرمز له د8 5 4 . 


ومن الواضح أنه يمكن التعبير عن انتماء عنصر إلى 8 ب 4 بقولنا إنه ينتمي إلى / 
أو 8. ويمكن التعبير عن انتماء عنصر إلى 8 40 بقولنا إنه ينتمي إلى 4 و8 وإذا لم يكن 
هناك أى عنصر مشترك بين 4 و8 كان تقاطعههم| خاليا. ونرمز للمجموعة الخالية ب 4. 
ومن الواضح أن المجموعة الخالية و محتواة في أي مجموعة أخرى ( © وحيث 4 أي 
مجموعة غير خالية) . 


إذا كان تقاطع المجموعتين 4» 8 خالياء أي 468-0» قلنا إن المجموعتين 
منفصلتان . 


الفرق بين مجموعتين 
الفرق بين مجموعتين cB <A‏ ونرمز له ب 4-8 (أو 4/8) هو مجموعة تتضمن كافة 


مكملة مجموعة 
مكملة مجموعة 4 هى مجموعة تتضمن كافة عناصر المجموعة الشاملة التى لا 
تنتمي إلى . ونرمز لها ب 4 (أو۸). 


ومن الواضح أن 7 تشكل نفي 4. ولذلك نقرؤها أحيانا «ليس 4/» . ومكملة 
مجموعة 4 ليست إلا الفرق بين المجموعة الشاملة» ولنرمز لما ب5ى» وبين2» أي أن 
4 - 5 -4 . وهذا بالاضافة إلى نص التعريف (۲- 6 -/) يوضحان أنه يمكن التعبير 
عن الفرق بين مجموعتين 4 » 8 كتقاطع بين 4 ومكملة 8. وهكذا نكتب : 


B= An 8‏ م 


قانونا دي مورغان 
ومن الخواص المهمة لعمليتي الاتحاد والتقاطع أن كلا منهم| تتوزع على الأخرى 


AN(B لم) - 0 ب‎ n BU (A م‎ O 


AU(BN OQ = (AU BN (AU O 


وان 





(AU B= A n B 


(AN B) = ã u B 
وتسمى العلاقتان الأخيرتان «قانوني دي مورغان» . وتقول الأولى منه| إن مكملة‎ 
اتحاد مجموعتين هي تقاطع مكملتيها. وتقول الثانية إن مكملة تقاطع مجموعتين هي‎ 
اتحاد مكملتيههما . وتسهيلا لحفظ هاتين العلاقتين نلاحظ أنه للانتقال من الطرف الايسر‎ 
: إلى الطرف الأيمن في كل منهما نتبع القاعدة التالية‎ 


نقلب اتجاه الرمز الفاصل بين المجموعتين (إذا كانت الفتحة إلى الأعلى تصبح إلى 
الأسفل والعكس) ثم نستعيض عن كل مجموعة بمكملتها . 


الملحق الأول : مراجعة في بعض المعلومات الرياضية المفيدة ۳4۹ 


مثال (5) 
لتكن المجموعة الشاملة مجموعة الحروف في الكلمات أبجد. هوز» حطي . 
ود شاد موك ت سود ط] 1 ۰ 
([أءهيزءجءطءي)-8 
(أءبءجءدءهءوءزءحءطءي] = 5 
) هل 4 محتوأة في 8؟ 
ننا کت 8 دا «B-4<A4- B<4 ^ 8 «A4‏ 2 8 . 
أن)اكتب 8 صم وقارنها مع 8 - ى واكتب لم م8 وقارنها مع A‏ -8 . 
) لنعرف المجموعة [ أ و) ٠=‏ . تحقق من قانوني التوزيع . 
ب)اكتب8 دلىم . 8 هم 82 40 ع8 د 7 0 ثم تحقق من صحة قانوني 


دي مورغان . 





امحل 
) 4 غير محتواة في 8 لوجود عنصر د ينتمي إلى 4 ولكنه لا ينتمي إلى 8 . 
e 4‏ دولكن 8 » د 


A4 u 8=) (أءبءهءدءطءنز ج»ی‎ (ii 


لكتابة اتحاد 4 » 8 نكتب عناصر 4 ثم نضيف إليها عناصر 8 مالم تكن ذُكرت 
سابقاء لأنه عند التعبير عن مجموعة» لا نكرر ذكر أي عنصر من عناصرها . 
(أهءط)ءعهمم 
ولكتابة تقاطع 4 » 8 نستعرض عناصر 4 واحدا فاخر ونضع في 408 ما نجده 
منها واردا في 8 . 
[ب»د) =8 -4 
وللحصول على 8 -4 نلغي من عناصر 4 كل ما كان منها مشتركا مع 8. وبصورة 
تمائلة نجد: 
(زءجءي)-4 -8 


5*٠‏ الإحصاء والاحتمال 


(أءبءهءدءط) ج ( أب جءدءه و»ز»ح»ط »ي ]=4 -5- A‏ 


(جءوءنءحءي) 2 
ولكتابة ‏ نلغي عناصر 4 من المجموعة الشاملة ونأخذ كل ما تبقى منها. 
وبصورة مماثئلة نجد : 
[بءدءو.ح)- 8 
(iii‏ 


8م = (ب» د) = ANB‏ 
م -8 = (ز»ج»ي] = 4 ۸ 
) نحسب الطرف الأيمن فنجد 


[أءه»ز»ج٬ط‏ »ى »و BuUC={‏ 


AN(BuU Q = ط]‎ «cc م‎ ( و»ي٬ط٬ج»ز٬هءآ(‎ 


[أ هط )= 
نحسب الطرف الاسر فنجد 
An c= (Î)‏ 
)«ca«ط‏ ( u(A ¬ O=‏ هم (A‏ 
وهو يساوي الطرف الأيمن . 


") بالعودة إلى النتائج في ب نجد : 
او ح] - “لأءب هود طون جدي]» 8 20 
۵ لی ح] - إبءدءو ح] ٥‏ اجو حءي]- 8 ۸ م 
غا يحقق قانون دي مورغان الأول . 
Ea‏ 
SN Ee‏ 72 


اد 


[بءدءووح] نا [ج وءزءحءي]- 8 u‏ 
B‏ 6 = [ب»د»و»ح» جءزءي]- 8 Au‏ 


الملحق الأول: مراجعة في بعض المعلومات الرياضية المفيدة £١‏ 


الحاصل الديكارتي لمجموعتين 4» 8.هو مجموعة كل الأزواج المرتبة التي يمكن 
تشكيلها بأخذ العنصر الأول من 4 والعنصر الثاني من 8.ونرمز له عادة ب8 ×4 . 
مثال (۷) 

لدينا [ع,5,كه) = ۰4 (1,2,3)-8 .اكتب الحاصل الديكارتي 8 AX‏ . 


الل 


A x B = {(a,1),(a,2),(a,3),(b,1),(b,2),(b,3),(c,1),(c,20,(C, 3} 


ونلاحظ أنه إذا كان عدد عناصر 4 مساويا ” وعد د عناصر 8 مساويا 7# فإن 
عدد عناصر الحاصل الديكارتي 8 × 4 يساوي :”7 × . ويمكن تمثيل كل زوج مرتب 
بنقطة في المستوى الاحدائي» حيث يشكل العنصر الأول من الزوج المرتب الاحداثي 
السينى للنقطة ويمثل العنصر الثاني الاحدائي الصادي ها. ونحصل عندئذ على ما 
يسمى «بيان الحاصل الديكارتي» . 


مثال (۸) 
ارسم بيان الحاصل الديكارتي للمجموعتين 1 » 8 في المثال (۷) . 


3 < «4 x 
2 * «4 
1 لما‎ ١ x 


شكل :)١(‏ بيان الحاصل الديكارتي 8× 4 . 


f۲‏ الإحصاء والاحتمال 
ه التطببق والصورة العكسية 


تعريف التطبيق 
التطبيق/ المعرف على مجموعة 4 إلى مجموعة 8 هو توافق يقابل بموجبه كل عنصر 
من ۸ عنصر واحد وواحد فقط من 8 . ونكتب رمزيا 


وم جلم 


وتسمى المجموعة 4 مجال التطبيق (أو ساحة التطبيق) وتسمى المجموعة 8 
المجال المصاحب . ونكتب 5 = ه)/ للدلالة على أن العنصر > من المجال 4 يوافقه 
العنصر6 من المجال المصاحب 8 . ونقول إن6 هو صورة ۾ وفق التطبيق / . 


مثال )٩(‏ 
في المثال (۷) عرف تطبيق /ر» و/ على 4 إلى 8 . 


امحل 
أي قاعدة توافق يقترن بموجبها كل عنصر من 4 بعنصر واحد من 8 تشكل 
تطبيقا. وعلى سبيل المثال يمكننا تعریف / كا يلي : 
{(a,2), )6,1(, (c,3)}‏ = / 
وتقول قاعدة التوافق أو التطبيق الذي رمزنا له ب/ إن العنصر ۾ من 4 يقابله أو 
يوافقه العنصر 2 من 8؟ والعنصر 6 من 4 يوافقه العنصر 1 من 8؟ وأخيرا يوافق العنصر ء 
من 4 العنصر 3 من 8 . أو أن صورة © وفق ر هي 2 وصورة ا هي 1 وصورة © هي 3. 
ويمكن تعريف تطبيق اخري/ کا يل : 
(b,2), )6,2((‏ ,(4,1©)) = ول 


ونلاحظ أن شرطي التعريف محققان. فلكل من عناصر 4 الثلاثة عنصر مقابل 
واحد من 8. هنا يقابله 1؟ وط يقابله 2؛ وء يقابله 2 أيضا. أي أن 1 هى صورة ل »> 
و2 صورة لكل من مو © : أما 3 فليست صورة لأي عنصر من ۸ . 


الملحق الأول : مراجعة في بعض المعلومات الرياضية المفيدة وحلاة. 


ويمكن توضيح التطبيق بمخطط سهمي ينطلق فيه من كل عنصر من المجال 
سهم واحد ينتهي بالعنصر المقابل (بصورته) من المجال المصاحب . وفي الشكل (۲( 
نجد المخطط السهمي لكل من// و/ في المثال (5) . 





المخطط السهمي للتطبيق f2‏ المخطط السهمي للتطبيق 1 / 
شكل (۲) 


وتجدر ملاحظة أن التطبيق هو مجموعة من الأزواج المرتبة التي لا يتكرر فيها أبدا 
العنصر الأول . وتشكل العناصر الأولى يجتمعة مجموعة المجال دون زيادة أو نقصان. 
وعلى المخطط السهمي نقول إنه ينطلق من كل عنصر من عناصر المجال سهم واحد 
وواحد فقط . 


تعريف الصورة العكسية 

الصورة العكسية لعنصر ١4‏ مثلا من المجال المصاحب» هي جموعة عناصر 
المجال التي صورتها وفق/ هي 4 . (أي مجموعة عناصر المجال التي انطلق منها سهم 
إلى 4 ونرمز ها ب ©)' / . 


مثال )١٠١(‏ 
في المثال السابق اكتب الصورة العكسية لكل عنصر من عناصر 8 وفق 7 
ووفق 'رر . 


الحل 


€ الإحصاء والاحتال 


c.f =a, f DO =b‏ - (3) ول 

ونلاحظ أن 1 مر يمثل بدوره تطبيقا من 8 إلى 4 يسمى التطبيق المعاكس . ولا 
يصح هذا إلاعندما يكونرتقابلا. أي الحالة التي يكون فيها كل عنصر من 8 صورة 
لعنصر واحد وواحد فقط من 4 وبصورة ممائلة نجد أن 

f (1= a‏ , © ,اد 2) ور 

ونلاحظ أن الصورة العكسية للعنصر 2 من 8 هو مجموعة مؤلفة من عنصرين 26 
ع من عناصر 4 ذلك لأن 2 هي صورة لكل من ط وء وفق2/ . أما (3) “ول فهي خالية 
ونكتب ف = (3) 27/ » ولايمثل 1م تطبيقا لأنه لايحقق شرطي التعريف. إذ 
يقابل العنصر 2 من 8 عنصران من ۸ هي ١‏ و ٠»‏ وكذلك لا صورة للعنصر 3 من 8 . 


تعريف الدالة العددية 

إذا عرف تطبيق رمن مجموعة جزئية من ۸» مجموعة الأعداد الحقيقية » إلى مجموعة 
جزئية أخرى منهاء فإننا نسمى مثل هذا التطبيق دالة عددية ذات متغير حقيقى . وكثيرا 
مال عدن رت فا عدؤية : المجال والمجال المصاحب» ولط فط فاع 
الربط بشكل علاقة رياضية» 600 / - بر ونعتبر في هذه ا حالة أن جال الدالة هو أوسع 
مجموعة جزئية من # يمكننا أن نجري عليها العمليات الداخلة في القاعدة/. ويسمى 
المجال في هذه الحالة مجموعة التعريف أو ساحة التعريف ويسمى المجال المصاحب 
مدى الدالة . 


5 -رمز المجموع .2 وخواصه 


تستخدم العلوم الرياضية ومختلف العلوم التجريبية الرموز للدلالة على مقادير أو 
مسميات وأشياء من طبائع مختلفة . فمثلا نرمز لمقدار أو لقياس عددي ب×» ونرمز 
لمجموعة ب 4 . ونرمز لعنصر من مجموعة ب ©» . وني بحث أو دراسة معينة ينبغي 
أن نستخدم رموزا مختلفة للدلالة على قياسات أو أشياء مختلفة» وذلك تجنبا للالتباس . 
وفي دراسة فيزيائية» مثلاء لو رمزنا لشدة التيار ب ×» فيجب المحافظة على هذا الرمز في 
الدراسة بأكملها. وحيث| وردت × ضمن هذه الدراسة فإنها تعني شدة التيار. وقد 


الملحق الأول: مراجعة في بعض المعلومات الرياضية المفيدة م66 


بختاع قا دراسة واحدة إلى عدد هائل من الرموزء ورب ما لا نهاية له من الرموز» ولا 
يمكن لحروف أبجدية أو حروف مختلف الأبجديات المعروفة في العام أن تفي بالحاجة . 
ولذلك نلجأ إلى استخدام الحرف نفسه :د مثلاء عددا هائلا من المرات دون أن نقع في 
التباس» وذلك بإضافة دليل رقمى تحت الحرف» فتكتب × و رد مثلاء كرمزين 
مختلفين. ومع أننا استخدمنا هنا الحرف الأبجدي نفسه» إلا أننا ميزنا بين × وآخر 
بالدليل 1 ملحقا بالأول وبدليل آخر ملحقا بالماني ونقرؤه ‏ واحد» × اثنان» الخ . 
ويفتح لنا استخدام الحرف مع دليل رقمي ملحق به أفاقا واسعة» بحيث يمكن 
استخدام الحرف × نفسه عددا لانهائيا من المرات» لنكتب» مثلاء المتوالية اللانهائية من 
المقادير: 
SR 3‏ د E‏ 

يسمى ,د الحد العام للمتوالية . وعندما يتغير # متخذا عناصر مجموعة الأعداد 
الطبيعية [...,1,2,3] كقيم له نحصل على متوالية لانهائية من المقادير لكل منها رمز 
مختلف . ولم نستخدم فيها إلا حرفا واحدا من حروف الأبجدية هو ×. ويمكن أن نكتب 


متوالية أخرى 

ولغ > و جلك ل 
ومتوالية أخرى 

ا 
وفكلا 


لنفرض الآن أننا نريد التعبير عن مجموع ستة مقادير هي د» تد» د ۰4 2236 
جه + × + پک + و + ج22 + × 
وسنتفق الآن على التعبير عن هذا المجموع بصورة مختصرة فنكتب : 
6 


DE 
=1 


ونقرؤها «مجموع,×من 1 = :إلى 6 = ». ونستخدم هنا الحرف اليوناني الكبير ,2 » 
ويسمى «سيجا»» ليدل على كلمة «مجموع». والدليل: يسمى «متغير الجمع» وهو 


۹ الإحصاء والاحتال 


يتغير هنا من 1 =1 إلى 6 = . ويسمى:× «الحد العام . وللحصول على الحد الأول في 
المجموع نضع 1 -1 في الحد العام وي الحد الثاني نضع 2 = ذ. وهكذا. وتفصل بين 
الحدود المختلفة إشارة + بالطبع مادمنا نعبر عن مجموع عدد من المقادير. 


مثال(١١)‏ 
أ اكتب بالتفصيل ما تعنيه الرموز: 
3 


5 4 
عدخ , «(1سربر) لدرخ , Sux , YIU-D‏ 
1= 1 


j= i= 1‏ 1= 
ب _استخدم إشارة المجموع 2٫‏ للتعبير عن كل من المجاميع التالية : 
ب + د + و + د 
لز + پلا + ولز + لر + رر 
i A MS EG E e‏ 


الحل 
5 
۽ ترب كر ب تر + تمر +× ا 


i= [‏ 
3 
0 - وير ) 3 + 13 - ريز ) 2 + 13 - رر ) - (1 -, بر ): 3 


i= [ 


4 
Yj(j-1=1(1-1)+2(2-1)+3 3 -1)+ 4 (4-1) , 


j=1 


3 
3+ 223 + ,× بد ار 
21م 


5 5 4 
Y x; | ب 2 اررق‎ 
i= 1 حو‎ 1 i= 1 


وتنبغي ملاحظة أن الشىء الوحيد من عبارة الحد العام الذي يتغير من حد إلى 
اخحر من حدود المجموع هو متغير الجمع 1. وبهذا المعنى يمكن اعتبار أي كمية لا 


الملحق الآول: مراجعة في بعض المعلومات الرياضية المفيدة /ا٠*‏ 


قوة أو مقدارا قائ) بذاته الخ . 


خواص رمز المجموع < 
الخاصة الأولى 
CX = cy xX,‏ 0 
i= 1 = 1‏ 
وهو واضح من کون : 
RRR‏ نوت كت بين 3 


= 7 


C(x, + 212+ ...+ xX) 


1 
Q 
ك‎ 


الخاصة الثانية 
;2 3 + بر 0 + درق = (pt z3‏ 
i= 1 i= 1 i=1 = 1‏ 
وهو واضح أيضا من الخاصتين التبديلية والتجميعية لعملية جمع الأعداد 
الحقيقية . فلدينا 
(xt J; Z)= (XY + (+ (X2+ Y2 + 2) + ...+ (Xn FY nt 2)‏ 
i=1‏ 


2 +... + 2 +2( + الو + ...+ (Y1 + Y2‏ + إبو أ +... +2 + = 


2 


+ 2 2, 


=1 


E 


n 
= 26 + 
=1 1 


i 
ا‎ 


الخاصة الثالثة 
e‏ 
i= 1‏ 


وهذا واضح من حقيقة أن الحد العام » لا يتضمن متغير الجمع 1» فهو ثابت من 
حد إلى آخر. أي أن: 


0 C+ C+ ...+C= nC 
i=1 مرة‎ 2 
)۱۲( مثال‎ 
: تطبيقا لخواص الرمز ,2 يمكن كتابة ما يلي‎ 
SR 6 (+2 x, ( 
i= 1 
= و‎ 2 + + 
DI EES لمن‎ 
i=1 i= 1 
: ونجد أيضا‎ 


( ,تمر 9 خرير ,ع 6 لا ا 
ال e9‏ - 1 


i=1 21 


n 272 
-6 ,ر ,× × ر‎ +9 < 
i= 1 = 1 


1 : 


- غور الأعداد الحقيقية -الانسحاب e‏ 


يمكن تمثيل الأعداد كنقاط على مستقيم موجه نسميه عورا . وهذا الغرض نرسم 
مسستقيم| کا في الشكل (۳)ء نتخذ عليه اتجاها موجبا إلى اليمين» ثم نحدد عليه نقطة 
تدعى عادة مبدأ الفصول» وتقابل العدد «صفر» وتقع الأعداد الموجبة إلى اليمين من 
مبدأ الفصول والأعداد السالبة إلى اليسار منه . ومع تبني طول معين ليمثل وحدة قياس 
(السنتمترء مثلاء كا في الشكل (7)) تصبح كل نقطة من المحور ممثلة لعدد حقيقي 
واحد هو عدد وحدات القياس التي تفصل بينها وبين مبدأ الفصول مسبوقا بإشارة 
موجبة إذا كانت النقطة إلى اليمين من مبدأ الفصول . أما إذا وقعت النقطة إلى اليسار 


الملحق الأول: مراجعة في بعض المعاومات الرياضية المفيدة ۹ 


من مبدأ الفصول فالعدد الحقيقى الذي تمئله هو عدد وحدات القياس الفاصلة بينها 
وتن للا متا بإشارة ماله وبالعكن كعدو فقن اله ننظة وا دة عل 
هذا المحور. وبذلك نستكمل تمثيل مجموعة الأعداد الحقيقية هندسياء ويسمى المحور 
المدرج الناتج حور الأعداد الحقيقية . ونلاحظ أن تحديد المحورء في الشكل (۳) » 
كمحور للأعداد الحقيقية قد استكمل بعد تحديد اتجاه عليه واتخاذ نقطة من نقاطه 
كمبدأ للفصول وتبني السنتمتر كوحدة للقياس . 





صفر 
7+ 6+ 5+ 4+ 3+ 2+ 1+ 1- 2- 3- 4= 5- 6- 


شكل (۳): محور الأعداد الحقيقية 


ولو أننا أضفنا إلى كل عدد المقدار 2 فإن النقطة التي تمثل العدد «صفر»» أي 
تشكل مبدأ الفصول في الشكل (۳)» ستصبح ممثلة للعدد 2» والنقطة التي تمثل العدد 
2- ستصبح ممثلة للعدد «صفر»ء أي مبدأ الفصول الحديد» والنقطة التي تمثل العدد 4 
ستصبح ممثلة للعدد 6» وهكذا. . . ويبدو بوضوح أن هذا التغيير في مثيل النقاط 
للأعداد يكافء تماما انسحابا إلى اليمين بمقدار وحدتي قياس . فكأن النقطة 2- قد 
زحفت لتحتل موقع نقطة الأصل . وفي المقابل» لو طرحنا من كل عدد المقدار 2 (أي 
أضفنا إلى كل عدد 2-) فإن النقطة التي كانت تمثل العدد 2 ستصبح الآن ممثلة للعدد 
«صفر» (نقطة الأصل)» والنقطة التي كانت تمثل الصفر (نقطة الأصل) ستصبح ممثلة 
للعدد 2-» وقس على ذلك . وهذه التغييرات في تمثيل النقاط للأعداد تكافء تماما 
انسحابا إلى اليسار بمقدار 2. 

وبصورة عامة» نقول إن إضافة أو طرح عدد ثابت ٠١‏ مثلاء إلى كل عدد يكاقء 
انسحاب التدريج بكامله مسافة 6 وحدة قياس إلى اليمين» إذا كان ط موجباء ومسافة 
6 - وحدة قياس إلى اليسار إذا كان6 سالبا. وإن إضافة أو طرح عدد ثابت تبدو وكأنها 
تغيير في اختيار نقطة الأصل . 


لنفرض الآن أن لدينا مجموعة من القياسات (5 ,4 ,3 ,2) فهي تحتل مواقع معينة 
على حور الأعداد في الشكل (۳)ء ولو أضفنا إلى كل منها العدد 4 فإنها ستصبح 


£1۰ الإحصاء والاحتمال 


(9 ,8 ,7 ,6) وتحتل مواقع جديدة في الشكل (۳) هي المواقع الناتجة عن انسحاب المواقع 
الأساسية بمقدار 4 وحدات قياس إلى اليمين . وإضافة العدد 4 - (أي طرح العدد 
إلى كل منها يؤدي إلى انسحابها يسارا بمقدار 4. ونلاحظ أن المواقع النسبية للقياسات 
الأربعة من بعضها البعض لم تتغير بعد عملية الانسحاب . 


لنضرب الآن كل عدد بالمقدار 2ء مثلاء فالنقطة التي تمثل العدد صفر ستبقى في 
مكانها بدون تغيير» ولكن النقطة التي كانت تمثل العدد 2 ستصبح الآن ممثلة للعدد 4» 
والنقطة التي تمثل 4 - ستصبح الآن بمئلة للعدد 8 -» وهكذا. . . وهذه التغييرات في 
تمثيل النقاط للأعداد هي بالضبط ما سنحصل عليه لو أننا غيرنا وحدة القياس من 
السنتمتر إلى نصف السنتمتر (أي ضربنا وحدة القياس ب-1/2). إذ لو اتخذنا نصف 
النستمتر وحدة لقياس المسافة في الشكل (”7) لكانت النقطة التى تمثل العدد 1 حاليا 
ممثلة للعدد 2ء ولكانت النقطة الممثلة للعدد 3 -حاليا ممثلة للعدد 6-» وهكذا. . . وني 
المقابل لو أننا قسمنا كل عدد على 2(أي ضربنا كل عدد ب 1/2) فإن النقطة التى كانت 
تمثل العدد 2 ستصبح الآن مثلة للعدد 1. والنقطة التي كانت تمثل العدد 4 - ستصبح 
الآن ممثلة للعدد 2 -ء وهكذا. . . وهذه التغييرات في تمثيل النقاط للأعداد تكافىء تماما 
ما سنحصل عليه لو أننا غيرنا وحدة القياس إلى 2 سنتمتر بدلا من السنتمتر الواحد (أي 
ضربنا وحدة القياس ب 2). وفي الحالتين نقول إننا غيرنا سلّم القياس . 


وبصورة عامة» نقول إن ضرب كل عدد بمقدار ثابت موجب ۾ يكافىء تغيير 
سلّم القياس بضرب وحدة القياس ب1/4(تصغيراً لها إذا كان» أكبر من الواحد وتكبيراً 
ها إذا كان ۾ أصغر من الواحد) . وتسمى عملية الضرب بعدد موجب عملية تغيير في 


سلم القياس . 


لنعد إلى مجموعة القياسات (5 ,4 ,3 ,2) فإذا ضربنا كلا منها ب 2 فإنها ستحتل 
مواقع جديدة هي النقاط المقابلة ل (10 ,8 ,6 ,4) وتجدر ملاحظة أن المواقع النسبية 
للقياسات الأربعة بعضها من بعض قد تغيرت الآن. فتغيير سلم القياس يغير من 
المواقع النسبية لجملة من القياسات بعضها من بعض » ولكن عملية الانسحاب لا تؤثر 
في تلك المواقع النسبية . 


الملحق الأول: مراجعة في بعض المعلومات الرياضية المفيدة 4١‏ 


ولو افترضنا الآن أن الرمز × يمثل عددا دارجا على عور الأعداد فإن إجراء 


التحويل من × إلى «زوفق العلاقة : 
6 + 2« - بر 
هو تعبير جبري عن عملية انسحاب بمقدار 6 . وإجراء التحويل من × إلى ر وفق 
العلاقة : 
× = بر 
هو تعبير جبري عن عملية تغيير في سلم القياس . ومن الواضح الآن أن إجراء تحويل 
من × إلى زوفق العلاقة : 
ax + 6‏ دبز 
تعني القيام بعملية تغيير في سلم القياس (الضرب بمقدار») ثم القيام بعملية 
انسحاب للنقاط الناتجة بمقدار 6. 
مثال (۱۳) 
لدينا الأعداه ‏ - 
1200 ,2200 ,3200 ,4200 ,5200 ,6200 ,7200 ,8200 ,9200 
إذا حولنا وفقا للعلاقة : 
وك ووو وح لل رو الى لاتق ين 


1000 1000 1000 
فإن الأعداد المعطاة تتغير» على الترتيب» إلى : 
4 - ,3 - ,2 - ,1 - ,0 ,1 ,2 ,3 ,4 


مثال )۱٤(‏ 
لدينا الأعداد 
0.017 ,0.016 ,0.015 ,0.014 ,0.013 ,0.012 ,0.011 
إذا حولنا وفقا للعلاقة : 
y = 1000-4‏ 


فإن الأعداد المعطاة تتغير» على الترتيب» إلى : 
10,13 -,2 -,3- 


£ الإاحصاء والاحتال 


۸-أنواع القياسات 


يتعامل الإنسان مع ثلاثة ة أنواع من المتغيرات . وسنصطلح › بصورة عامة»› على 
تسمية القيم التي يفترضها متغير «قياسا». ومجموعة من القياسات هي» على وجه 
العموم ‏ مجموعة من القيم لمتغير أو أكثر. 


والنوع الأول من المتغيرات هو المتغير الوصفي » وهو متغير يصنف جملة من 
العناصر وفق صفات محددة» كأن نصنف السكان في مدينة الرياض وفقا للصفات 
التالية : 


سعودي » عربي غير سعودي ١‏ غير عربي 


والمتغير هنا هو متغير الجنسية وهذه الصفات الثلاث هي قيمه الممكنة ؛ إذ يأخحذ 
بالسية لكل فره سكن الرياضن: والخندة ووالئذة ة فقط من هذه القيم الثلاث (هنا 
الصفات الثلاث). وإذا رمزنا هذا المتغير بالرمز ×» واقتفينا جنسية شخص يسكن 
الرياض فوجدناه «غير عربي» قلنا إن المتغير × أخذ عند هذا الشخص القيمة «غير 
عربي». وإذا سألنا شخصا ثانيا وثالما ووجدناهما سعوديين نقول إن قيمة المتغير × لكل 
منهم| هي «سعودي» وهكذا. وإحدى الصفات المميزة للمتغير الوصفي هي أن مجموعة 
القيم التي يأخذها تصنف جملة من العناصر أو الأشياء إلى أصناف بحيث ينتمي كل 
عنصر (أو شيء) منها إلى صنف واحد وواحد فقط . أو بعبارة أخرى لابد أن ينتمي كل 
عنصر (أو شيء) منها إلى صنف من تلك الأصناف ولا يمكنه أن ينتمي إلى صنفين أو 
أكثر في آن واحد. وهكذا تجزىء قر اح احد اولي عله ا 
أجزاء منفصلة بعضها عن بعض» انفصالا تاما. وفي المثال السابق لايمكن وجود مقيم 
في الرياض يتصف بأنه اسعودي» و«غير عربي». أو أنه «عربي غير سعودي» واغير 
ريا 


والنوع الثاني من المتغيرات هو متغير ترتيبي . والمتغير الترتيبي يتميز بكل ما 
يتميز به المتغير الوصفي بالاضافة إلى توفر نوع من الترتيب الذي يمكن إضفاءه على 


الملحق الأول : مراجعة في بعض المعلومات الرياضية المفيدة 41۳ 


الصفات التي تشكل قيم المتغير الممكنة. فلو فرضناء مثلاء أن متغيرا ر يمثل التقدير 
الذي ناله طالب من طلاب فصل معين. فالقيم الممكنة لهذا المتغير هي نمتاز» جيد 
جدا مرتفع » جيد جداء جيد مرتفع » جيد» مقبول مرتفع » مقبول» ضعيف . وبا أن 
هذه الصفات مرتبطة بمقياس كمى هو الدرجة العددية التى ناها الطالب فإن هذا 
يمنح ترتيبا هذه الصفات من الأعلى إلى الأدنى أو العكس» فنقول إن أعلى هذه القيم 
هي صفة «متاز» يليها «جيد جدا مرتفع» وهكذا حتى نصل إلى أدناها وهي صفة 


لاشضصسف) . 


والنوع الثالث من المتغيرات هو متغير عددي . والمتغير العددي يتميز بكل ما 
يتميز به المتغيران الوصفي والترتيبي » أي أنه يصنف» ويقيم ترتيبا ولكنه بالإضافة إلى 
ذلك ينبئناء في مجال الترتيب» بجواب واحد دقيق عن الفارق بين صفة أعلى وصفة 
أدنى» أو قيمة أعلى وقيمة أدنى . ومع معرفتنا في مثال التقديرات بأن قيمة «متاز؛ أعلى 
من قيمة «جيد» لو أننا سألنا ما هو الفارق بينهما تماما لما أمكن الإجابة» إذ لا نعلم أي 
معنى أو جواب محدد ل «ممتاز ‏ جيد» . ولكننا في المتغير العددي يمكن الإجابة على 
مثل هذا السؤال بدقة تامة. لنصنف» مثلاء فصلا من عشرة طلاب» وفقا لمعدلاتهم 
العامة » ولنفرض أننا وجدنا الجدول التالي : 


ا © | 85 | 73 | 71 | 6 | 45 

عدد الطلاب 2 NENE‏ 
لنرمز للمعدل العام بالرمز 2ء فالمتغير 2 هو متغير عددي لأن قيمه الممكنة أعداد 
حقيقية . وقد صنف المتغير 2 طلاب الفصل وفق معدلاتهم فظهر معنا سبعة أصناف 
هي «ذوو المعدل 491 » ذوو المعدل 287 الخ . وبالطبع يمكن ترتيب الأعداد من الأكبر 
إلى الأصغر أو بالعكس» بالاضافة إلى أن الفرق بين أي قيمتين محسوب تماما وبدقة. 
والفارق بين الصنف 91 والصنف 71 هو 20 درجة . والبيانات الإحصائية التي تتضمن 
قياسات متغير وصفي تسمى بيانات وصفية » وتلك التي تتضمن قياسات متغير ترتيبي 
تسمى بيانات ترتيبية» أما التي تنضمن قياسات متغير عددي فتسمى بيانات عددية. 
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ويجب ألا يختلط علينا الأمر عندما نقوم بترميز بيانات وصفية أو ترتيبية وفق نظام 
رموز عددي معين» فلو رمزنا لصفة «سعودي» بالرقم 3 ولصفة «عربي غير سعودي» 
بالرقم 2 ولصفة «غير عربي» بالرقم1 فإن هذا لا يعني أن بيانا حصلنا عليه يتعلق 
بجنسيات جماعة من المقيمين في الرياض أصبح بيانا عددياء ومع أنه سيقتصر على 
الأرقام 3 إلا أننا يجب أن نتذكر بأن هذه الأزقام هي رموز لصفات وصفية وأن البيان 
لا يزال بيانا وصفيا . 


وتنقسم البيانات العددية بدورها إلى نوعين» بيانات عددية منفصلة وبيانات 
عددية مستمرة . والبيانات المنفصلة تتضمن قياسات ناتجة عن عملية عد أو تعداد. 
وعندما نسجل» مثلاء عدد الولادات التي تمت في مستشفى للتوليد في كل يوم من أيام 
شهر معين سنحصل على بيان إحصائي عددي من النوع المنفصل جميع قياساته أعداد 
صحيحة . وكذلك الأمر عندما نعد الكريات البيض الظاهرة على منطقة محددة من 
زجاجة فحص مجهري» وعدد المراجعين الذين زاروا مركزا للرعاية الأولية في يوم معين» 
وعدد وقوعات الزواج أو الطلاق أو الوفاة خلال فترة محددة في منطقة معينة. وعدد 
حوادث المرور اليومية في مدينة الرياض الخ . أما النوع الآحر من البيانات العددية وهو 
البيانات المستمرة فإنها تتضمن قياسات ناتجة عن استخدام جهاز للقياس مثل مسطرة 
أو ميزان لقياس وزن أو درجة حرارة أو ضغط الدم أو الضغط الجوي» أو اختبار 
(أورائز) لقياس حاصل الذكاء أو اختبار لقياس معلومات طالب في مقرر معين الخ . 
ويسمى المتغير العددي الذي تكون قيمه الممكنة من النوع المنفصل أي نحصل عليها 
بطريقة التعداد. متغيرا عدديا منفصلاء كا يسمى ذاك الذي تكون قيمه الممكنة من 
النوع المستمر» أي نحصل عليها باستخدام جهاز للقياس» متغيرا عدديامستمرا. 
ونلاحظ بسهولة أن القيم الممكنة لمتغير عددي منفصل قابلة للعد» بمعنى أنه يمكننا 
القول إن هذه القيمة هى القيمة الأولى الممكنة تليها القيمة كذا كقيمة ثانية» تليها 
القيمة كذا كقيمة ثالثة» وهكذا. ونطمئن إلى أننا عند الانتقال من قيمة إلى القيمة التى 
تليها ۾ نغفل بينهم| أيا من القيم الممكنة للمتغير. فمثلاء لو رمزنا ب* لعدد الولادات 
اليومية في مستشفى للتوليد» فإن القيم الممكنة ل × هي إما صفرء أو 1 أو 2 أو 3 إلخ. 
ولا يمكن أن يكون هناك نصف ولادة أو ولادة ونصف إلخ . وعندما ننتقل من الصفر 


الملحق الأول: مراجعة في بعض المعلومات الرياضية المفيدة 1\0{ 


كقيمة ممكنة إلى الواحد كقيمة ممكنة تالية هاء لم نخلف وراءنا أيا من قيم × الممكنة . 
وإذا حاولنا تطبيق الفكرة ذاتها في مجموعة القيم الممكنة لمتغير مستمرء أي نحاول 
عدهاء فسنجد أن ذلك مستعص . لنرمز بنزء مثلاء لطول إنسان ذكر بالغ من رعايا 
المملكة . فعند قياس طوله بمسطرة مدرجة مرتفعة ومناسبة» كتلك التي نجدها في 
المستشفيات لقياس الطول» سنجد أن طوله يكافىء نقطة على تدريج المسطرة» لنفرض 
أن هذه النقطة واقعة بين 171 سم و 172 سم » فطول الرجل» واقع إذاء في مكان ما بين 
1 سم و 172 سم . أي أنه يمكن أن يكون أي نقطة من الفترة [171,172] من محور 
الأعداد الحقيقية . ولو كلف المرء نفسه بعد هذه القيم الممكنة فسيقول إن 171 سم هي 
قيمة ممكنة أولى ثم يتوقف عاجزا تماما عن تحديد القيمة التي تليها .إذمهما اتخذ عددا 
قريبا من ال 171 فبين ال 171 وبين هذه القيمة» على قربها الشديد من 171» ما لا 
يحصى ولا يعد من القيم . ونقول إن مجموعة القيم الممكنة لمتغير مستمر هي مجموعة 
غير قابلة للعد. وقابلية العد هي الخاصة الرياضية التي نميز بموجبها بين النوعين من 
البيا'ات العددية» النوع المنفصل والتوع المستمر. ٠‏ 


4 تدوير الأرقام العشرية ‏ أخطاء القياسات 


رأينا أن قياس طول شخص يقابل نقطة على المسطرة المدرجة التي نستخدمها في 
قياس الطول . وهذه النقطة من المسطرة المدرجة (نقطة من عور الأعداد) تقابل أو تمثل 
عددا حقيقيا هو طول الشخص . ولكن هب أن المسطرة التي نقيس بها مدّرجة 
بالسنتمتر» وليس فيها تدريج ميليمتر. وكل ما في الأمر أن هناك نقطة تشير إلى منتصف 
المسافة بين رقم والرقم الذي يليه» شكل (5)» ولنفرض أن النقطةء على حرف المسطرة 
هى النقطة المقابلة لقمة رأس الشخص . فالمسطرة با أوتيت به من دقة في التدريج 
تخبرنا أن طول الشخص هو عدد حقيقي واقع بين 171 سم و 172 سم إلا أنه أقرب إلى 
2 سم منه إلى 171 سم (النقطة © واقعة بعد منتتصف المسافة بين 171 و 172) ومن 
المنطقى جداء في غياب أية معلومات أخرى» أن نصطلح على القول إن طول الشخص 
مقرب إلى أقرب سنتمتر هو 172سم . وكذلك النتيجة ستكون لو أن النقطة ء وقعت في 
أي مكان من المنطقة المظللة على المحور» التي تمتد بين 171.5 سم إلى 172.5 سم . ولكن 
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ماذا لو وقعتء عند ال 171.5 سم تماما أو عند ال 172.5 تماما؟ في مثل هذه الحالة نتفق 
على تقريب ال171.5 سم إلى 172 سم » وتقريب ال 172.5 سم إلى 173 سم . لنفرض الآن 
وجود تدريج ميلليمتري ¢ فا اصطلحنا عليه سابقا يكاقء ما يلي : 


إذا كان القياس 171.5 سم أو 656 سم أو 171.7 سم أو 58 سم أو 117.9 
نعتبره 172 سم وكذلك نعتبره 172 سم إذا كان القياس 172.1 سم أو 172.2 سم أو 172.3 
سم أو 172.4 سم . وهذا يمل عليناء بصورة عامة» القاعدة التالية لتدوير الارقام 
العشرية : 


TG 96 6 6 6‏ 5 5 5 5 تت د 5 5 جح ته SX‏ 
5 5 5 5 3# 8 3 تق إن ل تل بي اح © © 5 
شكل )٤(‏ 


قاعدة 

لتدوير عدد عشري إلى منزلة معينة ننظر في الرقم الذي يحتل المنزلة التي تليها فإذا 
كان 5 أو أكثر نضيف واحدا إلى المنزلة المطلوبة ونلغي جميع الأرقام العشرية التي تليها. 
وإذا كان 4 أو أقل نبقي المدزلة المطلوبة كا وردت ونستغني كذلك عن جميع الأرقام 
العشرية التى تليها . 


)١6(لاثم‎ 


كيف تصبح الأعداد التالية بعد تدويرها إلى أقرب جزء من عشرة . 
3 56 7.3198 . 0.9808. 0.0532« 9.1701 


ا لحل 

وفقا للقاعدة المذكورة أعلاه » ننظر إلى الرقم العشري الثاني فإذا كان 5 أو 
أكثر نضيف 1 إلى الرقم العشري الأول (وهو الرقم الذي يحتل منزلة الجزء من 
عشرة) وإذا كان أقل من 5» نحتفظ بالرقم العشري الأول كا ورد. وهكذا نجد» على 
الترتيب » 181.3 314.1 7.3 1.0 0.1ء 9.2. 
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مثال(15) 

فيها يلي عدد الزيارات التي قام بها المرضى المراجعون للعيادات الخارجية 
با مستشفيات ومراكز الرعاية الصحية الأولية في المناطق الأربع عشرة في المملكة لعام 
* £ ١اه:‏ ۰11168617 24330131 4870214 23028921 2049754« 4801820« 1577160« 6374554« 
١ 2825761 › 3464826 ١ 3875879 ) 1479722 › 6034118‏ 1793849 . 


والمطلوب التعبير عن هذا البيان العددي بآلاف الأشخاص ثم تدوير الرقم 


لحل 

التعبير عن البيان بآلاف الأشخاص يعني أن وحدة القياس أصبحت «ألف 
شخص» فكل ألف مراجع يشكلون جماعة واحدة تتضمن ألف شخص . وللتعبير عن 
هذه الأعداد بالاف الأشخاص يجب أن نقسم كل عدد على ألف . وتدوير الأعداد 
الناتجة إلى أقرب ألف يعني تدويرها إلى الرقم الذي يحتل منزلة الآحاد. وهكذا نجد 
الأعداد معبرا عنها بالاف الأشخاص كما يلل : 
7 4330.131« 4870.214« 3028.921« 2049754 4801.0« 1577.160« 6374.554« 
8 1479.722 3875.879 › 3464.826 › 2825.761 » 1793.849 . 


وبعند تدويرها إلى أقرب ألف تجد : 
9 4330 4870 03029 2050 4802 1577 46375 6034: 1480 3876 3465« 
6 1794. 


ونلاحظ أنه من الأيسر على القارىء متابعة البيان عندما يُعطى بهذا الشكل . 

وني الوقت الذي لا تخضع فيه قياسات بيان عددي من النوع المنفصل لأخطاء 
فإن القياسات في بيان عددي من النوع المستمر تخضع دائما لخطأ يسمى خطأ القياس . 
ويعود السبب في ذلك إلى أننا نستخدم للوصول إلى مثل ذلك القياس جهازا أو أداة 
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للقياس» ولا يمكن للإنسان أن يبتكر جهازا للقياس لا يخطىء. لقد توصل الإنسان 
إلى ابتكار أجهزة قياس في علوم الفيزياء والكيمياء وغيرها تقيس بدقة هائلة إلا أنها مع 
ذلك تخطىء. وبالطبع يضاف إلى هذا السبب أو المصدر مصادر أخرى نذكر منها أن 
الإنسان الذي يقيس معرض أيضا لارتكاب خطأ» ومهما أحسن استخدام الجهاز الذي 
يفيس به فسيرتكب أيضا نوعا من الخطأ . 


وعندما نطلّع على بيان إحصائي عددي من النوع المستمر ينبغي أن نفهم من 
القياس المقدم لنا شيئين» أوهما فكرة عن مقدار الشيء المقيس وثانيه| درجة الدقة التي 
يتمتع بها القياس . وإذا قيل لنا إن طول شخص هو 168.7 سم فإن هذا الرقم يعطينا 
فكرة عن قامة الشخص ولكنه يعطينا أيضا أن دقة هذا القياس تصل إلى أقرب جزء من 
عشرة من السنتمتر» أي إلى أقرب ميلليمتر. وكقاعدة عامة» يكون الرقم الأخير المعطى 
على اليمين رقا مشكوكا في صحته . وعندما نقيس» بطريقة علمية» طول شخص 
ونفيد بأن طوله 168.7 سم فهذا يعني أن الطول الحقيقي لهذا الشخص واقع في مكان 
ما بين 168.65 سم و 168.75 سم . ولتوضيح الفكرة نقول إننا لو استخدمنا جهازا أكثر 
دقة لقياس الطول لأعطانا الطول صحيحا حتى منزلة الجزء من مائة» أي حتى الرقم 
العشري الثاني بعد الفاصلة؛ وني هذه الحالة سيكون الرقم العشري الأول بعد الفاصلة 
صحيحا والشك لا يتطرق إلا إلى الرقم الذي يليه» ولو أن دقة الجهاز سمحت بإعطاء 
ثلاثة أرقام عشرية بعد الفاصلة أي بدقة تصل إلى أقرب جزء من ألف من السنتمتر» 
فسيكون الرقمان العشريان الأول والثاني بعد الفاصلة صحيحين ويتطرق الشك إلى الرقم 
العشري الثالث» وهكذا. وبصرف النظر عن مقدار هذه الأزقام (الرقم العشري الثاني 
والثالث والرابع الخ . بعد الفاصلة) فإن تدوير العدد الذي نحصل عليه إلى أقرب جزء 
من عشرة لن يعطينا 7 سم إلا إذا كان العدد الذي نقوم بتدويره واقعا بين 168.65 
سمء و 168.749999 (ويمكن أن يتكرر الرقم 9 إلى ما لا نباية له) وذلك وفقا لقاعدة 
تدوير الارقام العشرية » ونصطلح هناء توخيا للسهولة» أن القيمة الفعلية للقياس تقع 
بین 168.65 سم و 168.75 سم . 
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وبصورة عامة» للوصول إلى الحدين الأدنى والأعلى للقيمة الفعلية لقياس من 
النوع المستمر» معطى على شكل عدد صحيح (أي مقرب إلى أقرب واحد صحيح)؛ 
نطرح منه 0.5 فنحصل على الحد الأدنى ونضيف إليه 0.5 فنحصل على الحد الأعلى . أما 
إذا كان القياس معطى كعدد عشري فنضع صفرا بعد آخر رقم معطى في القياس (أي 
آخر رقم على اليمين بعد الفاصلة العشرية) ثم نضع الرقم 5 تحت هذا الصفر ونطرح 
فنحصل على الحد الأدنى ثم نجمع للحصول على الحد الأعلى . (عتفظين بالفاصلة في 
موقعها تماما عند الجمع أو الطرح) ونوضح الطريقة بالمثال التالي : 


مثال (۱۷) 
ما هو ا لحد الحقيقى الأدنى والأعلى لكل من القياسات التالية : 
2 سمء 7 سىم › 18.4 سىم › 125.05سىم » 34.70 سم » 4.3208 سم؟ 





اللجحل 
الحدود المطلوبة هي على الترتيب : 
12.0 12.0 
-0.5 +0.5 
11.5 5 .12 


فالقياس الأول واقع فعلا بين 11.5 سم و12.5 سم : 


وبصورة ممائلة نجد أن القياس الثاني واقع فعلا بين 1516.5 سم و 1517.5 سم . 





18. 40 18. 40 
0. 05+ 0. 05 - 
18. 45 18. 35 


والقياس الثالث واقع فعلا بین 18.35 سم و 18.45 سم . 


۰( الإحصاء والاحتهال 


وبصورة ممائلة نكتب من أجل القياسات الثلاثة الباقية» على الترتيب » 




















125. 050 125. 050 
0.005 + 0. 005 - 
125. 055 125. 045 
34. 0 34 . 0 
0. 005 + 0. 005 - 
34. 705 34 . 5 
4. 0 4. 3 0 
0.00005 + 0.00005 - 
4. 35 4. 35 


وفي كل حالة إن) نطرح ونضيف› في الواقع . نصف وحدة دقة. حيث وحدة 
الدقة هي الواحد في منزلة الرقم المشكوك فيه . 


٠‏ -التناسب الطردى 
نقول إن المتغيرين × ور متناسبان طرديا إذا بقيت نسبتها ثابتة. أي - - ٤‏ 
أو ×> = برحيث © عدد ثابت يسمى ثابت التناسب . 


لنفرض الآن أن المقدارين × و ريتغبران متناسبين طرديا . ولنفرض أن × تغير من × 
إلى عة + »د وفي مقابل ذلك تغير رمن إلى برك + ر . ما هي العلاقة بين حه تغير × 
وره تغير,ر؟ وللإجابة نفترض أن ثابت التناسب ©» فيكون : 
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ومن خواص التناسب يمكن أن نكتب : 
yay ~-y (y+A»-y Ay‏ 
4*2 بير 





-*2 بيرع‎ 40- x Ax 


۾ Ap e‏ 0 
أي أن ٤‏ پچ أو × ده =× ۸ 
فالتغيران في × ور يحافظان دائ) على علاقة التناسب الطردي ذاتها القائمة بين × و 
بر. وتلجأ إلى هذه الحقيقة البسيظة في كثير من التطبيقات . فإذا علمنا مثلا أنه عندما 
ازدادت قيمة × بمقدار 5 » ازدادت قيمة ر بمقدار 3؛ فكم سيزداد ير مقابل زيادة في × 


ERs 
5 7 
ومن خواص التناسب نعلم أن‎ 
5 «* بز 1ك‎ 3 7 
كد ديرو‎ - 2 
: ونلخص عادة هذه العمليات في مخطط بسيط كا يلي‎ 
AY 





AX 


5 


3 
7 


2 
3 »7 


وتكون الزيادة المطلوبة في بر مساوية 2 4 - ِ 





١١‏ معادلة مستقيم 


لندرس أولا معادلة مستقيم يمر من مبدأ الاحداثيات . ويتحدد المستقيم تماما 
عند معرفة نقطتين منه . وفي حالتنا هنا نعلم سلا أن المستقيم يمر من النقطة (0,0) وهي 
مبدأ الااحداثيات» فتكفى معرفة نقطة واحدة أخرى لكى يكون ممكنا تحديد معادلة 
المستقيم . لنفرض أن النقطة (1,2) واقعة على المستقيم ا معادلته؟ 


۲{ الإحصاء والاحتهمال 


إذا رسمنا محورين للاحداثيات وحددنا النقطة (1,2) ثم وصلنا بينها وبين المبداً 
نحصل على بيان المستقيم . وعلى هذا البيان نأخذ نقطة ماء نرمز لاحدائياتها ب#ويرء 
وتكون المعادلة المطلوبة هى علاقة بين × ور . ومن تشابه المثلثين 480 و 42۴ نكتب : 





90 10 11 
)٥( شكل‎ 
_AB _ _BC 
AD DE او‎ 
12 
xX Jy ومنه‎ 
بز‎ - 2 


وهي ذات العلاقة التي تربط بين مقدارين متناسبين طردياء حيث ثابت التناسب 
يساوي 2. وتنبغي ملاحظة أن ثابت التناسب 2 يمثل ظل الزاوية 6 (حرف يوناني منطوقه 
فا التي بصتغا المنتقيم فح الغا الوجب لحو السينات. (انظر الكل 5) 
ويسمى ظل الزاوية 6 ميل المستقيم . وكل مستقيم آخر في المستوى ميله 2 أي يصنع 
مع الاتجاه الموجب لمحور السينات زاوية تساوي زاوية المستقيم 4۴ » سيقطع المحور 
الصادي في نقطة غير نقطة المبدأ. لنفرض مستقي| 7 موازيا ل45 ويقطع المحور 


الملحق الأول: مراجعة في بعض المعلومات الرياضية المفيدة t۳‏ 


الصادي في نقطة (2, 0). فا معادلته؟ يمكن الحصول على نقاط المستقيم 247 بإضافة 

مقدار ثابت 5 إلى الاحدائي الصادي للنقاط الموافقة من المستقيم :2 = ر» وهي النقاط 

التي تقع على الخط الرأسي نفسه . فإذا أضفنا إلى الاحداثي الصادي للنقطة 87 مقدار 6 

حصلنا على ۸ وإذا أضفنا المقدار 6 إلى الاحداثي الصادي لكل من ء و۴ وجدناء على 

الترتيب » كىو7. وهذا يعني أن معادلة المستقيم الجديد هي 

6 + ر(نقطة على المستقيم 4#) =ر (نقطة على المستقيم الجديد) 

أو 
6 +22 - بز 


وبصورة عامة نجد أن معادلة المسستقيم 4 (انظر الشكل 1) هي 
6 + «(ظل الزاوية 6) 2 


حيث 6 إحدائي نقطة تقاطع المستقيم مع حور الصادات . 





شكل (5) 
ولو انتقلت نقطة على المستقيم من الوضع 8 إلى الوضع © فإن × سيتغير بمقدار 
سمينأه «اندفاع × وسيقابله تغير في زسميناه (صعودررا . وكذلك عند انتقال نقطة من 


۲٤‏ الإإحصاء والاحتهال 


الوضع 2 إلى الوضع 2 فإن × سيتغير بمقدار سميناه «اندفاع × وسيقابله تغير في نر 
سميناه أيضا «صعودبز» . ومن خواص الشكل الهندسية نلاحظ بسهولة أن 
د 
و 
ند 4 
أي أن نسبة تخير ر إلى تغير × تبقى ثابتة باستمرار» في حالة مستقيم . وهي 
الخخاصة نفسها التى رأيناها في حالة مقدارين متناسبين طرديا . 


وأخيراء إذا كانت العلاقة بين متغيرين × و بر علاقة خط مستقيم قلنا إنها علافه 
خطية. وبصورة عامة› معادلة أي مستقيم هي علاقة خطية وبالعكس كل علاقة 
خطية تمثل مستقي| . 


نحتاج إلى تنظيم نتائج التجارب والمشاهدات العلمية في شكل جداول» 
وذلك في مختلف ميادين المعرفة. وفي أبسط الحالات نجد جدولا ثنائيا» يتضمن في 
كل خلية من خلاياه قياسا أو مشاهدة مرتبطة بمتغيرين» ثبتنا كلا منهما عند مستوى 
معين من مستوياته الممكنة . فنفرض › مثلاً» أن خر ثلانة وات سه 
لها ب ×۰ ر×٠‏ و×؟ وأن لمتغير أخر برأ ربعة مستويات. سنرمز لهاب إلزءيلزء ولا پلر؛؟ 
وإذا حصلنا عند كل زوج مختلف من المستويات للمتغيرين × و بر على قياس أو 
مشاهدة» فسيتوفر لدينا اثنا عشر قياسا نضعها في جدول ىا في الشكل )١(‏ . 


حيث أشير ب × للقياس وب- لمجاميع السطور أو الأعمدة وب = للمجموع الكل. 
وبصورة عامة. إذا كان عدد مستويات المتغير :د مساويا ل # ». وعدد مستويات 
المتغيرير مساويا ل ”7 فإن عدد خلايا الحدول سيكون 7# × ۸ . 


وفي حال وجود ثلاثة متغيرات × وله * من المستويات» بر وله ” من المستويات» 
و29 وله ۾ من المستويات» نحتاج إلى تصميم جدول ثلاثي يتضمن 4 ” n‏ خلية. 
ونلاحظ بوضوح أننا نحتاج إلى جدول ثنائي مؤلف من ١‏ : خلية ليستوعب المتغيرين × 


اللحق الأول: مراجعة في بعض المعلومات الرياضية الممدة {Yo‏ 





شكل (۷) 
و ر .ثم نعيد هذا الجدول ۾ مرة وذلك عند كل مستوى من مستويات المتغير الثالث2 . 
ولتقديم مثال عن تصميم جدول ثلاثي نفترض أن 20-3 4 = م2 3 = 4 فد علولا 


كما في الشكل (۸). 








شكل (۸) 








ومن الواضح أنه يمكن تنظيم الجدول بطريقة ثانية تستوعب فيها الجداول الثنائية المكررة 
مستويات 2 و ۲ . (انظر الشكل 4) أو بطريقة ثالثة تستوعب فيها الجداول الثنائية 
المكررة مستويات × و 2 . (انظر الشكل .)٠١‏ 





وعلى سبيل المثال» لنفرض أن لدينا أربعة أنواع من الابقار نرمز ها ,© ,© ,€ 
ب . أخضعناها في محطة للتجارب الزراعية تابعة لكلية الزراعة» إلى ثلاثة أشكال من 
النظام الغذائي هي ,/ه ,ا ,۸ . وذلك لدراسة أثر النظام الغذائي في إنتاج الحليب 
اليومي بالكغ لكل من الأنواع الأربعة . وكانت النتائج كا في الجدول الثنائي التالي : 








الملحق الأول: مراجعة في بعض المعلومات الرياضية المفيدة 4¥ 





وإذا فرضنا أن التجربة نفسها قد أجريت في محطة للتجارب الزراعية في أبها 
وذلك لدراسة أثر عامل البيئة والمناخ . إذا رمزنا لعامل البيئة ب۷ فلدينا هنا مستويان 
۷ وترمز لبيئة المنطقة الوسطى و ر۷ وترمز لبيئة المرتفعات الجنوبية الغربية من 
''ملكة . وأن تجربة أبها أعطت النتائج التالية : 





ا ان ال ا 


فيمكن جمع هذه النتائج في جدول واحد يلخص العوامل الثلائة ۸,٥‏ و ۷. وذلك 
بأشكال مختلفة» منهاء على سبيل المغال » الشكل التالي : 





أو ي 


ن تنظيمه على الشكل التالي : 





44 


الإحصاء والاحتهال 


الملحق الأول : مراجعة في بعض المعلومات الرياضية المفيدة ۹ 


کا يمكن كتابته على الشكل : 





ويمكن كتابة جدول ثنائي يتضمن العاملين© و /اء مثلاء بالجمع فوق مستويات 
العامل// فنجد: 





وكذلك يمكن كتابة جدول ثنائي يتضمن العاملين© و 8غ مثلاء بالجمع فوق 
مستويات العامل ۷ فنجد : 














f‏ الاحصاء والاحتهال 








وبصورة ممائلة يمكن كتابة جدول ثنائي يتضمن العاملين ۸و۷ . 


ومن المجاميع الفرعية في الشكل (۷) يمكن تشكيل جدولين ثنائيين. فإذا 
أخذنا المجاميع الفرعية الواردة في وضع شاقولي نجد جدولا 3 × 4 يمثل نتائج التجرية 
لو أنها تضمنت 2 و برفقط . أي نتائج التجربة لو أننا أغفلنا المتغير* أو جمعنا فوق 
مستويات × . ويسمى هذا الجدول «الجدول الشنائى 2 × برء وكذلك لو أخذنا 
المجاميع الفرعية الواردة في وضع أفقي نجد جدولا 3 × 3 يمثل نتائج التجربة لو أنها 
تضمنت 2 و × فقط . أي نتائج التجربة لو أننا أغفلنا المتغير أو جمعنا فوق مستويات ۲ 
. ويسمى هذا الجدول «الجدول الثنائي 2 ×× » . ولو أخذنا في الشكل (۷) المجاميع 
الفرعية الواردة في وضع شاقولي لوجدنا جدولا 3 × 4 يمثل نتائج التجربة لو أنها تضمنت 
× و برفقط . أي نتائج التجربة لو أننا أغفلنا المتغير 2 » أو جمعنا فوق مستويات 2 . 
ويسمى هذا الجدول «الجدول الثنائي × × بر . (ضع جداول ثنائية في مثال الابقار 
مغل (CX VON x Vo N x‏ 


ولتوضيح حالة أربعة متغيرات نأخذ ال مشال التالي . فلنفرض أن لدينا أربعة 
متغيرات هي × ويقع في ثلاثة مستويات؛ لر ويقع في 3 مستويات؛ 2 ويقع في 3 
مستويات ؛ آویقع في مستويين . فعندئذ يمكن تصميم جدول ر × × “ا ×7 أبعاده 
4 × 3 × 3 ×2 ويتضمن 72 خلية . هي في الواقع ستة جداول كل منها 3 × 4 . (انظر 
الشكل )١١‏ . 


الملحق الأول: مراجعة في بعض المعلومات الرياضية المفيدة ٤۳۱‏ 





شکل (۱۱) 


تمارين الملحق الأول 


: قم بالعمليات الحسابية والجبرية التالية إن أمكن‎ )١ 
-في الفصل أربعون طالبا وخمسون مقعدا وثلاثة نوافذ. كم طالبا ومقعدا ونافذة‎ | 
في الفصل؟‎ 
ب في الغرفة | أربعون طالبا وخمسون مقعداء وفي الغرفة المجاورة ب ثلاثون طالبا‎ 
وخمسة وأربعون مقعدا. ما هو عدد الطلاب وعدد المقاعد في الغرفتين معا؟‎ 
١ 3z + 0.5 جح « = 2.2 - 2 1.2 + جود‎ 
و 2= جرد - ر3 + رد5‎ 
A-3 + 3/3 -« ها‎ 
0/15 - 3/5 - « - و‎ 
8 F(3) + 3 06(-0.5 F (3) - F(3) =? ر‎ 


7 F(2)-3 F(1) =? - ح‎ 


ل - ? = 14.123 - 3.0101 - 12.03 + 1.0279 + 0.5403 


”) في صندوق ثلاث كرات حمر وخمس كرات سود وثاني كرات بيض ما هي النسبة 
المئوية في الصندوق لكل من الكرات الحمر والكرات السود والكرات البيض؟ 


۳) ي الفصل 25 طالبا من طلاب كلية العلوم و10 من طلاب الحاسب الآلي وإثنان من 
ا هندسة وطالب من العلوم الصحية. ما هي النسية المئوية لوجود طلاب كليات 
العلوم والحاسب الآلي وال هندسة والعلوم الصحية في الفصل علا أن مجموع طلاب 
الفصل 38 طالبا؟ 


12.025 × 0.19 = ? : ا حسب ما یلی‎ )٤ 


2 7 7 
TD XS 
9 5 3 


130.576 +1.2 ; 0.7895 + 0.05 


4 x×0.61=? و‎ 
5 


ياي 


2 
2 


١‏ أحسب × إذا كان 


مزالف 


د 3 »> و10 -<بز+2. 


ب- أحسب+ وبزإذا کان 
ج في صندوق كرات بيض وسود نسبة 2 إلى 1“ على الترتيب» حي عدد 
الكرات من كل نوع .إذا علمت أن الصندوق يتضمن 12 كرة . 


د_إذا کان _ x‏ 2 - 22 - ث#رفاحسب#دوير. 


96 
> 2 و2-30 ++ 


الملحق الأول: مراجعة ف بعض المعلومات الرياضية المفيدة A‏ 


فأ -حست × .لز ء)2. 


1) رطالب متزوج ;B=(y:‏ ( طالب في جامعة الملك سعود :× ) =۸ 
[ طالب لايدخن :2 ٥=]‏ 


عبر كلاميا عن8 ۸0 .0 86 02 46 0.2 860 160 . 


۷) أوجد 8 ب 4 في كل من الحالات التالية : 
bc} |‏ 4)-فك (0 8-5 
ب-[©6 6 > - لى (5 B={a,‏ 


B={+, }«A4=(O, # جح(‎ 


8) لتكن المجموعة الشاملة 5 هي مجموعة سكان شبه الجزيرة العربية : 
( ۾ مواطن سعودي : #] = 4 » (وشخص متعلم : ) = 8 
(عشخص مغترب : عأ C=‏ 
عبر كلاميا عن المجموعات التالية : 


A U(BN © , AN BN C, BU C, BNC , ANB, Aã 


.B-C , B-C, AU 8, Bu B 


٩‏ يمثل الشكل )٠١(‏ المقابل ثلاث مجموعات × » < » 2 . ظلل المنطقة التي تمثل 
المجموعات التالية» كل واحدة في رسم مستقل . 
Xu(ZuY)- Î‏ 
ب_-لان] (Xu Z)‏ > وقارن النتائج مع أ. 
ج-2 (XN YY)‏ 
د -(2 ۸ ۲) ملا وقارن النتائج مع ج . 


. X^ (Yu Z)_— 


٤‏ الإخضاء والاختال 





شكل (۱۲) 


و-(22 ميز) نب (لاآ 6) وقارن الناتج مع ه . 


ز-(2 )دا . 
ح-(2 ناكا ) ۲(۸ ں×) وقارن النتائج مع ز : 
لخص النتائج التي حصلت عليها من هذا التمرين بالنسبة إلى قابلية توزيع عملية 
التقاطع على عملية الاتحاد وتوزيع عملية الاتحاد على عملية التقاطع . 


: ظلل۲ -× في كل من الأشكال التالية‎ ) ٠ 


شكل (۱۳) 


الملحق الأول: مراجعة في بعض المعلومات الرياضية المفيدة {o‏ 


: ء المقابل» أكتب المجموعات‎ )١5( في الشكل‎ ١ 
| 
بے‎ 
«XN ¥= 
oX-(XNY)X-—¥- د‎ 
« ¥Y-(XN ¥) « Y-X_ ها‎ 
XUY. و‎ 
c(XuY)-X_ j 
لاحظ أن الناتج لا يساوي۲ » متى يكون الناتج مساويا ل۲ ؟‎ 


E 
E> 


شكل )۱٤(‏ 
۲ اكتب الجداء الديكارتي ۲ ×× إذا كان (4 ى ,)=× ؛ (£ ,” ٠ ۲ )m”,‏ أكتب 
أيضا× × ×و۲ ×۲ . 


١‏ ) لتكن الدالة المعرفة بالقاعدة 


_ 22+55 


ات 
أ _حدد مجموعة تعريف الدالة ومداهاء 


ب - احسب (1©) زر (0) كر (4) كر (5) كي (1) أ 7 أ 


: التطبيق 2 ه 2 : 'رحيث 2 مجموعة الأعداد الصحيحة . معرف كما يلي‎ ٤١ 


إذا كان عددا يقبل القسمة على 2 8 
إذا كان × لا يقبل القسمة على 2 ويقبل القسمة على 3 11 = /)x*)(‏ 
في] عدا ذلك 2 


ما هی صور الأعداد 8- , 6 . 11.73.05 16؟ 


: لتكن الدالة العددية / المعرفة بالقاعدة‎ ٠ 
إذا كان‎ 


XxX, x<0 
/)×( = 10 , 0> إذاكان 1ك»‎ 
1 , xX>1 إذا كان‎ 


أ- أحسب  )5(‏ (1/2) / (1) عر (3) كر (1000) / . 
ب- أرسم بيان هذه الدالة وعين مداها . 


۷ لتكن الدالة العددية / المعرفة بالقاعدة : 


إذاكان 1- مسو , [1بي» 
إذاكان 2 >« >1 , 11 = /)x×(‏ 
إذا كان 3 <× ,22+33 - 


| -عين مجموعة تعريف هذه الدالة (ساحة الدالة) . 
ب - أحسب (3)/ » 2 (3/2)/ » (5)/ . 

ج_ما هي الصورة العكسية للعدد 2 . 

د -أرسم بيان هذه الدالة. 


۸ أكتب بالتفصيل ما تمثله المجاميع التالية : 
6 3 4 
X(t, , Dr , Dx‏ , تمر 
i= 1 =1 = 2‏ 


4= 


الملحق الأول: مراجعة في بعض المعلومات الرياضية المفيدة EV‏ 


1) أكتب كلا من العبارات التالية مستخدما إشارة المجموع ,2 : 
RIFT APA‏ د + ود + ند ° 13 + و حون + ولا 
2 2 
Ty , CX mM) +(x — mM) + (x¬ nm) ١‏ +” +ي” +” +”7 
TEE EA LS 1‏ ب + kn, + kn + kn + kn,‏ 
ربز كه + وبر ي + رر 62 + ره , -2ه اه سويز + وير + رر 


XxX, + 221+ 3*3 + 4x4 + 5< , XY XY + Xx; J+ 4 V4 
إذا کان 3 = ر 2 = ر 1 = ود. 0 = يد 3- = مد حيث‎ ) ١ 


5 5 
3 ,* ر2 و 2-23 ا . أحسب قيمة كل من العبارات التالية : 


i= 1‏ [ = 
(:) باستخدام تعريف ,2 » 
(11) تبسيط العبارة أولا مستخدما خواص ثم حساب القيمة . 


5 
> (+ 10( 1 


5 
7)8 + 3( ب‎ 
i=] 


N4 = 


(* + * +0 3 


Il 
ج‎ 


= 


1 
اس 


3ت (* 7*( 
5 
ه 1+ *)را! ,)2,0 
i= 1‏ 


0 )بين أن 


E۴۸‏ الإإحصاء والاحتمال 


+7 - 2=) +7 


(أكتب أول حدين وأخر حدين ولاحظ اختصار الحدود السالبة مع الحدود 


الموجبة) . 
() بين أن 
Ses E 2| - 2 SS n‏ 
0 عم 0= 
(باستخدام خواص ,2 ). 


E 


(1) من () و (1) بين أن (1 +2 n(‏ 


r= 
0 


1 
2 


1 
۲ إذا كانت النقطة 1 ت)واقعة على المستقيم 5 +*3 = ر فاحسب قيمة* . 
۳ بين أن النقاط الثلاثة (2,5) » (9 ,4) » (3 ,1) واقعة على استقامة واحدة . 


4) في مسح لالتهاب الكبد الفيروسي في مدينة معينة› جرى تسجيل ا حالات التي 
أخبر عنها من المستشفيات » ومن العيادات الطبية» ومن السلطات الصحية 
المحلية. ويبين الجدول التالي أعداد المرضى الموج ودين في مستشفى وغير 
الموجودين في مستشفى » مصنفين وفقا للجنس» العمرء ولا إذا كانت ال حالة من 
النوع HBSAG‏ أم لا. 

أكتب جداول مختصرة تبون تغير نسبة المرضى في المستشفيات مع كل من العم 
الجنس» وحالة ال 818546 . 


الملحق الأول: مراجعة في بعض المعلومات الرياضية المفيدة £۳۹ 





06 يتألف فصل الإحصاء من 40 طالبا. صنفوا وفق ثلاثة متغيرات هي الجنسية 

(سعودي» غير سعودي)» والسكن (يعيش في سكن الطلاب» لا يعيش في سكن 
الطلاب) » والكلية التي ينتسب إليها (علوم» حاسب آلي» هندسة). إذا علمت 
أن:: 
5 طالب سعودي يسكنون في سكن الطلاب ومن العلوم؛ 5 سعوديون لا يسكنون 
ومن العلوم» 3 طلاب سعوديون يسكنون في سكن الطلاب ومن الحاسب؛ 2 غير 
سعوديين يسكنون ومن العلوم » 4 طلاب سعوديون يسكنون في سكن الطلاب ومن 
الهندسة؛ 1 غير سعودي يسكن ومن الحاسب » 1 غير سعودي لا يسكن ومن 
الحاسب . فاعرض هذه المعلومات في جدول علا أن ربع طلاب الفصل من غير 
السعوديين وأن طلاب الهندسة هم حصرا من السعوديين وجميعهم يعيشون في سكن 
الطلاب . 


الملحق الثاني 


بعض الجداول الإحصانية 
١‏ جدول التوزيع الطبيعي المتجمع 


2 
بن 12 


ny‏ | = )م 
r‏ 


ة نأ دخ مناه 


5 
6 
7 
8 
9 
.0 
.1 
2 
3 
.4 


سم مزل مو يم قو 





حك 


4۲ الإحصاء والاحتمال 


جدول توزيع ستيودنت ا متجمع 


n+ 1 
۴)7 = | Tar DE 4> 


e al 








636.619 
3.8 
12.941 
8.610 
6.859 


5.959 
5.405 
5.041 
4.781 
4.587 


4.437 
4.38 
4.221 
4.140 
4.073 


4.015 
3.965 
3.922 
3.888 
3.80 


3.819 
3.92 
3.707 
3.45 
3.25 





O 


Union إتحاد‎ 
Conditional probability احتال شر طي‎ 
Statistics إحصاء‎ 
Descriptive statistics و صفي‎ 
Hypothesis testing اختبار فرضية‎ 
Correlation ارتباط‎ 
Independence استقلال‎ 
Original أصلي‎ 
Deviation انحراف‎ 
Mean deviation متود سط‎ 
Standard deviation معياري‎ 

Data بيانات‎ 
Ordinal data ترتيبية‎ 


t4 


Interval value data 


Nominal data وصفية‎ 
Graphic بياني‎ 
Variance تباین‎ 
Experiment تجر بة‎ 
Ascending order ترتيب تصاعدي‎ 
Natural order طبيعى‎ 
Coding ۰ ترميز‎ 
Kurtosis تفرطح‎ 
Intersection تقاطع‎ 
Estimate تقدير‎ 
Interval estimation بفترة‎ 
Approximation تقريب‎ 


Normal approximation الثنائى بالطبيعى‎ 


to binomial 


555 ثبت المصطلحات 


Frequency تکرار‎ 
Independent trials تكرارات مستقلة‎ 
Cumulative frequency تکرار متجمع‎ 


Graphic presentation 


تمثيل بياني 


Distribution توزيع‎ 
Discrete probability distribution  لصفنم احتالي‎ 
Frequency distribution التكرار‎ 
Binomial distribution ثنائى‎ 


3 


ستيودنت «التوزيع ئ( Student's distribution‏ 


طبيعي 


Standard normal distributioıٴ‎ رlza طبيعى‎ 


Normal distribution 


Hypergeometric distribution دi| فوق‎ 


Sampling distribution المعاينة‎ 
Expectation تو قع‎ 
Mathematical expectation رياضى‎ 


O 


Frequency distribution 


© 


جدول التكرار 


Event حادئة‎ 
Mutually exclusive events حادئتان متنافيتان‎ 
Disjoint events منفصلتان‎ 

Simple event حادثة بسيطة‎ 
Empty event خالية‎ 
Compound event مركبة‎ 
Sample size حجم العينة‎ 
Lower confidence bound حد الشقة الأدنى‎ 
Independent events حوادث مستقلة‎ 


ربع أول 
ر بيع أدنى 


قانون بايز 


د 


كشف (تفتيش) 


O 


5 


First quardrant 
Lower quarter 


Upper quarter 


Random 
Decile 
Operation 
Element 


Sample 


Confidence interval 


0 


° 


يقَة العينة 


Hypothesis 
Null hypothesis 
Space 


Sample space 


Bayes law 
Measurement 


Absolute value 


Inspection 


Sampling inspection 


Counting Principal مبداً العذ‎ 
Inequality متباينة‎ 
Variable متغار‎ 


Continuous random variable عشوائى متصل (مستمر)‎ 
Discrete random ١72113 عشوائی منفصعا‎ 


متممة (مكملة) Complement‏ 
متوافقات (توافيق) Combinations‏ 
متو سط Mean‏ 
الانحراف Mean deviation‏ 
حسابي Arithmatic mean‏ 
عينة Sample mean‏ 
مر جح (موزود) Weighted mean‏ 

Set جموعة‎ 
Subset جزئية‎ 
Universal set شاملة‎ 

Scatter diagram مخطط الانتثار‎ 
Vên - diagram فن‎ 
Range مدى‎ 
Interquartile range ر بيعي‎ 
Hystogram مدرج‎ 
Frequency hystogram التكرار‎ 
Equality مساواة‎ 
Level of significance مستوى الدلالة‎ 
Axioms of probability مسلات الاحتال‎ 
Observation مشاهدة (ملاحظة أو تۈس(‎ 
Frequency polygon مضلع التكرار‎ 


Cumulative frequency polygonal 


المصطلحات €0{ 


Coefficient معامل‎ 
Correlation coefficient ارتباط‎ 
Coefficient of variation تغير‎ 
Confidence coefficient ثقة‎ 
Sampling معاينة‎ 
Stratified sampling طبقية‎ 
Standard معياري‎ 
Measures of dispersion مقاييس التشتت‎ 
Measures of central tedecy  ةيزكرملا النزعة‎ 
Introduction مقدمة‎ 
Measure مقياس‎ 
Curve منحنى‎ 
Frequency curve التكرار‎ 

Normal curve طبيعى‎ 

Critical region 5 منطقة حر‎ 
Discrete منفصل‎ 
Mode منوال‎ 
Outcome نتيجة‎ 
Central limit theorem نظرية النباية )رکز‎ 
Model نموذج‎ 


Equal probability model الاحتالات المتساوية‎ 


0 


Median وسيط‎ 


Description of data وصف بيانات‎ 


ثبت المصطلحات 


احتهال شر طي Conditional probability‏ 
معامل الثقة Confidence coefficient‏ 
فترة ثقة interval‏ 
متغبر عشوائي متصل  Continuous random‏ 
مستمر variable‏ 
ارتباط Correlation‏ 
معامل ارتباط coefficient‏ 
مبدأ العلّ Counting principle‏ 
منطقة حرجة Critical region‏ 
تكرا ار متجمع Cumulative frequency‏ 
مضلع التكرار المتجمع808رزاهم 
منحنى Curve‏ 
بيانات Data‏ 
عشرات Deciles‏ 
وصف بيانات Description of data‏ 
إحصاء وصفي Descriptive statistics‏ 
انحراف Deviation‏ 
متوسط الانحراف mean‏ 


€۷ 


ثانيا : إنجليزي ‏ عري 


0 


Absolute value قيمة مطلقة‎ 
Approximation تفريب‎ 
Arithmatic mean متوسط حسابي‎ 
Ascending order ترتیب تصاعدي‎ 
Axioms of probability مسلات الاحتال‎ 
Bayes law قانون بايز‎ 
Binomial distribution 


توزيع ثنائي 


O 


Central limit theorem نظرية النہاية المركزية‎ 


3 
- 


Coding ترفيل‎ 
Coefficient معامل‎ 

معامل التغبر of variation‏ 
متوافقات (توافيق) Combinations‏ 
متممة Complement‏ 
حادثة مركبة Compound event‏ 


5:4 ثبت المصطلحات 


فوق الهندمى Hypergeometric‏ 
توزيع فوق الهندسي distribution‏ 

فرضية Hypothesis‏ 
اختبار فرضية testing‏ 

استقلال Independence‏ 
حوادث مستقلة Independent events‏ 
تكرارات مستقلة trials‏ 

متباينة Inequality‏ 
كشف (تفتيش) Inspection‏ 
المدى الر بيعي Interquartile range‏ 
تقاطع Intersection‏ 
تقدير بفترة Interval estimation‏ 
بيانات عددية valued data‏ 
مقدمة Introduction‏ 
تقر طح Kurtosis‏ 
مستوى الدلالة Level of significance‏ 
حد الثقة الأدنى Lower confidence bound‏ 
الر بيع الأدنى quartile‏ 

توقع ر ياضي Mathematical expectation‏ 
متوسط Mean‏ 
الانحر اف المتوسط deviation‏ 
قياس (مقياس) Measure‏ 
قياس Measurement‏ 


منفصل Discrete‏ 
توزيع احتماإلي منفصل probability distribution‏ 
متغير عشوائى منفصل 72212516 random‏ 


حادثئتان منفصلتان Disjoint events‏ 
تو زيع Distribution‏ 
عنصر Element‏ 
الحادثة الخالية Empty event‏ 
مساواة Equality‏ 
نموذج الاحتمالات المتساويةاء0هم Equal probability‏ 
تقدير Estimate‏ 
حادثة Event‏ 
توقع Expectation‏ 
تجربة Experiment‏ 


0 


الر بع الأو ل First quardrant‏ 
تکرار Frequency‏ 
منحنى التكرار curve‏ 

توزيع التكرار distribution‏ 

مدرج التكرار histogram‏ 

مضلع التكرار polygon‏ 

جدول التكرار table‏ 

بياني Graphic‏ 
تمثيل بياني presentation‏ 


0 


Histogram مدرج‎ 


المئينات 

متبادلات (تباديل) 
تقدير نقطي 
توزيع بواسون 
e‏ 

عرض البيانات 


ثبت المصطلحات 54 


Percentiles 
Permutations 
Point 

estimation 
Poisson distribution 
Population 


Presentation of data 


احتهال Probability‏ 
خواص Properties‏ 
نسبة Proportion‏ 
الربيعات Quartiles‏ 
عشوائى Random‏ 
تجربة عشوائية experiment‏ 

ر قم عشوائي number‏ 

عينة عشوائية sample‏ 

متغير عشوائي variable‏ 

مدی Range‏ 
ارتباط الرتب Rank correlation‏ 
نسبة Ratio‏ 
البيانات الخام Raw data‏ 
حقيقى Real‏ 
أعداد حقيقية numbers‏ 
محور الأعداد الحقيقية numbers axis‏ 
تکرار نسبي Relative frequency‏ 
قاعدة Rule‏ 
قواعد الاحتمال Rules of probability‏ 


مقاييس Measures‏ 
مقاييس النزعة المركزية رعمءلمء) o e۲۵1‏ 

of dispersion مقاييس التشتت‎ 
Median وسيط‎ 
Mode منوال‎ 
Model نموذج‎ 
Mutually exclusive events حادئتان متنافيتان‎ 


© 


Natural order تريب طبيعى‎ 
Nominal data بيانات وصفية‎ 


Normal approximation to binomial 
تقريب التوزيع الثنائي بالتوزيع الطبيعي‎ 
curve المنحنى الطبيعى‎ 


تو زيع طبيعى distribution‏ 
الفرضية الابتدائية Null hypothesis‏ 


O 


مشاهدة (ملاحظة) (قياس)  Observation‏ 
عملية Operation‏ 
بيانات ترتيبية Ordinal data‏ 


Original أصلى‎ 


Outcome نتيجه‎ 


0 


وسيط (معلمة) Parameter‏ 
جر ي Partial‏ 
تجرئة Partition‏ 
نسبة مئوية Percentage‏ 


5*٠‏ ثبت المصطلحات 


معاينة طبقية Stratified sampling‏ 
توزيع ستيودنت (توزيع Student's tdiştributoa (t-‏ 
جموعة جزئية Subset‏ 
اتحاد Union‏ 
مجموعة شاملة Universal set‏ 
متغير Variable‏ 
تباین Variance‏ 
خطط فن Venn-diagram‏ 
المتو سط المر جح Weighted mean‏ 
أوزان Weights‏ 


© 


عيلة Sample‏ 
متوسط عيّنة mean‏ 

حجم العينة size‏ 

فضاء العينة space‏ 

معاينة Sampling‏ 
توزيع المعاينة distribution‏ 

الكشف بطر يقة العينة inspection‏ 

مخطط الانتثار Scatter diagram‏ 
جموعة Set‏ 
حادثة بسيطة Simple event‏ 
فضاء Space‏ 
معياري Standard‏ 
انحراف معياري deviation‏ 


التو زيع الطبيعى المعياريوهةدطنعادنك normal‏ 


المراجع 


Cramer, H. Mathematical Methods of Statistics. Princeton: Princeton University Press, 1961. 

Clarke, G.M. and Cooke, ©. A Basic Course In Statistics. England, Bath: Edward Arnold, 1982. 

Campbell, R.C. Statistics for Biologists, 2nd ed. England: Cambridge Univ. Press, 1974 

Dunn. O.J. Basic Statistics: A Primer for the Biomedical Science, 2nd ed. New York: John Wiley, 
1977. 

Daniel, W.W. Biostatistics- A Foundation Jor Analysis in the Health Sciences. Singapore: John 
Wiley, 1987 

Feller, F. An Introduction to Probability Theory and Its Applications, Vol. 1, 3rd ed. New York: 
John Wiley, 1967. 

Freund, J.E. Modern Elementary Statistics, 5th ed. New Jersey: Prentice Hall, 1979. 

Hodge, S.F. and Seed, M.L. Statistics and Probability, 2nd ed. Edinburgh: Blackie & Chambers, 
1977. 

Huntsburger, H. Elements of Statistical Inference. Boston: Allyn and Bacon Inc., 1981 

Handel, D.J. Inroductory Statistics for Sociology. New Jersey Prentice-Hall Inc., 1978. 

Kendall, M. and Stuart, A. Advanced Theory of Statistics, vol. 1, 4th ed. London: Charles Griffin & 
Company, 1977. 

Levin, J. Elementary Statistics in Social Research. New York: Harper and Row Publishers, 1977. 

Mendenhall, W. Introduction to Probability and Statistics, 6th ed. Boston: Duxbury press, 1983 

Osborn, J. F. Statistical Exercises in Medical Research. Oxford: Blackwell Scientific Publications, 
1979. 

نيس كنجو. الإحصاء وطرق تطبيقه في ميادين البحث العلمي (ا جزء الأول) . بيروت : مؤسسة 

| لر سالة» ۱۹۷۹ م 


٤٥١ 


احتمال 


إحصائي ١17/8‏ 
حادثة ١54‏ 
شرطي ١16‏ 
إحصاء 
وصفي ١‏ 
اختبار فرضية ۲۸۳ 
ارتباط ۱۰۷ › ۰۱۰۸ ۱۰۹ 
انحراف متوسط ۰۸۲ ۸۳ 
معياري ۰۸۳ A4‏ 
انسحاب ٤٨۹‏ 
أنواع القياسات 5١7‏ 


O 


٤١١ 21١١ ترتيبية‎ 


أوزان 249 ٠ه‏ 


بيانات 


عددية متصلة (مستمرة) ٤ ٠۸‏ 


tor 


كثاف الموضوعات 


عددية منفصلة /» 41€ 


5١7 2١١ وصفية‎ 


O 


تباديل ۱۸۰ 
تباین ۰۸۳ ۸٤‏ 
تجربة ١۲۷‏ 
ثنائية ۲٣۲ 21751١‏ 
عشوائية ۱۲۸ 
تدوير الأرقام العشرية 5١5‏ 
ترتيب طبيعي ١١9‏ 


4٠ 7١ تطبيق‎ 

تغيير سلم القياس 4١١ 041٠١‏ 

تقدير ۸٤‏ 
بفترة لا“ ۳۹۹ 
نقطى ۳۷۱ 

تقريب التوزيع الثنائي بالطبيعي ٠٠٠۹‏ 
1 لوم 

تكرارات مستقلة ۰۲۱۰ ۰۲۹۷ ۲۹۸ 


6» 


تكرار نسبي ۷ء ١. «۱١‏ 
تمثيل بيان ١١ .٠١‏ 
تناسب ۳۹۳ ١٠7ع‏ 
توافيق ۱۸۷ 
توزيع 
احتمالي 78 
بواسون ۲۸۸ 
تكراري 7. ۷ 
ثنائي رذ 
طبيعي 817 
طبيعي معياري ۳۰۸ ولم 
فوق الندسي ۲۹۸ 
توقع رياضي 4۷ 


© 


۳٣ حادثة‎ 

٠۳١١ بسيطة‎ 

١754 مركبة‎ 

مكملة (متممة) ١45‏ 
حدود حقيقية 

لفئة 4 

لقياس 4٠8‏ 
حوادث 

اتحاد (حوادث) ١48‏ 

تقاطع (حوادث) ١48‏ 

حقل (حوادث) 101 

۲۰۴۳ ۱۹٥ مستقلة‎ 


كشاف الموضوعات 


O 


القياس ۱۷١٤ء‏ 4۱۸ 

من النوع الأول ۲۸١‏ 

من النوع الثاني ۲۸٦‏ 
خواص 

٩۱ التباين‎ 

التوزيع الطبيعي 7114 47م 

التوقع الرياضي ٠٠١‏ 

رمز المجموع 2 4٠54‏ 

المتوسط الحسابي 45 

متوسط عينة عشوائية ٣٠۷‏ 


4٠4ةلاد‎ 


احتمال ۲٤٤‏ 
توزيع احتمألي متجمع 144. ۲٤١‏ 5غ" 
كثافة احتمالية ۲٤۲‏ 


كثافة توزيع طبيعي هلم 


شاف الموضوعات 


5 


شكل الإنتغار ٠١8‏ ؛ ۱۰۹ 


5 


صورة عكسية 4017 
عشيرات ۸۷ 


عمليات على المجموعات ۳۹ 
عينة عشوائية ۲۹۷ 


۷٣٦ فشات‎ 


عه 


إنوسط توزيع طبيعي VE ۰۴٢۷‏ 
لنسبة 75" 
فرضية 
إبتدائية ۰۲۸۴ ۲۸۴ 
بديلة ۲۸٩‏ 
فضاء احتمالي ١۴‏ 
فضاء عيّنة ١١۲‏ 
متصل 714 
منفصل 74 


© 


قانون المجداء في الاحتمال ۲٠١‏ 
قانون الجمع في ا 


foo 


° 


کدف بطريقة العينة ۷۸ 


O 


مثينات ۷٩۹‏ 
متباينة تشيبيشيف 18 


وكير و 5٠6‏ 
عشوائي ۳Y‏ 
عشوائي متصل (مستمر) o‏ 
عشوائي منفصل ۳€ 
متوسط 


٤ c0 بیان‎ 


حالية ۳۹۷ 
عور الأعداد الحقيقية 4١4‏ 
مدى 
بيان إحصائي ۷۸ 
ربيعي ۷۹ 
مدرج تكراري 1۲ 
مساحة تمت منحنى الكثا 
مستوى الدلالة ۲۸۵ 
لات الاحتمال 68 


فة الطبيعي ۴٠١‏ 


كمع 


e 
۱۷ تكراري‎ 
47١ معادلة مستقيم‎ 
معامل‎ 
, ٠۰ لرسون للارتباط‎ 
التغبر لابه‎ 
۳۸ الثقة‎ 
, ۷ سبيرمان لارتباط الرتب‎ 
معاينة‎ 
٩۸ بدون إعادة (إرجاع)‎ 
4۸ مع الإعادة «الإرجاع)‎ 
معياري كلف ۹۹ ربس‎ 
مقاييسس‎ 
۷۷ التشتت‎ 
النزعة المركزية ۽‎ 
منحنی‎ 
تکراري م‎ 


طبيعى ° وسيم 
عمليات مميز ۷۹ 


كشاف الموضوعات 


الرفض ۲۸١‏ 
القبول ۸١‏ 
منوال ۳ 


نتائج احتمالية ۷ه 
مئوية ۳٩۱‏ 

نظرية بايز ٣۱١‏ ۷ ې 

نظرية النهاية المركزية ).مم 

نموذج 
الاحتالات المتساور ية ۷4 
احتمالي ٧۹۷‏ 


1 
(01) 4983392 


